Controle digital em cascata de uma planta didática de levitação magnética com linearização por realimentação by Pabst, Rodolfo Gabriel
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CENTRO TECNOLO´GICO DE JOINVILLE
CURSO DE ENGENHARIA MECATROˆNICA
RODOLFO GABRIEL PABST
CONTROLE DIGITAL EM CASCATA DE UMA PLANTA DIDA´TICA DE LEVITAC¸A˜O
MAGNE´TICA COM LINEARIZAC¸A˜O POR REALIMENTAC¸A˜O
Joinville
2018
RODOLFO GABRIEL PABST
CONTROLE DIGITAL EM CASCATA DE UMA PLANTA DIDA´TICA DE LEVITAC¸A˜O
MAGNE´TICA COM LINEARIZAC¸A˜O POR REALIMENTAC¸A˜O
Trabalho de Conclusa˜o de Curso apresentado
como requisito parcial para obtenc¸a˜o do t´ıtulo
de bacharel em Engenharia Mecatroˆnica no
curso de Engenharia Mecatroˆnica, da Univer-
sidade Federal de Santa Catarina, Centro Tec-
nolo´gico de Joinville.
Orientador: Prof. Dr. Alexandro Garro Brito.
Joinville
2018
RODOLFO GABRIEL PABST
CONTROLE DIGITAL EM CASCATA DE UMA PLANTA DIDA´TICA DE LEVITAC¸A˜O
MAGNE´TICA COM LINEARIZAC¸A˜O POR REALIMENTAC¸A˜O
Trabalho de Conclusa˜o de Curso apresentado
como requisito parcial para obtenc¸a˜o do t´ıtulo
de bacharel em Engenharia Mecatroˆnica no
curso de Engenharia Mecatroˆnica, da Univer-
sidade Federal de Santa Catarina, Centro Tec-
nolo´gico de Joinville.
Orientador: Prof. Dr. Alexandro Garro Brito.
Banca examinadora:
Prof. Dr. Alexandro Garro Brito
Orientador
Universidade Federal de Santa Catarina
Prof. Dra. Aline Durrer Patelli Juliani
Membra
Universidade Federal de Santa Catarina
Prof. Dr. Milton Evangelista de Oliveira Filho
Membro
Universidade Federal de Santa Catarina
Resumo
A suspensa˜o de uma esfera de material ferromagne´tico em um campo magne´tico induzido
por um eletro´ıma˜ e´ um exemplo dida´tico de suspensa˜o magne´tica. Este sistema e´ insta´vel
em malha aberta e requer o controle em malha fechada para ter caracter´ısticas aceita´veis de
suspensa˜o. Neste trabalho foi projetado um sistema de controle digital, empregando a te´cnica
de controle em cascata para a planta descrita. Ale´m disso, o sistema de controle incluiu um
processo de linearizac¸a˜o baseado nos valores instantaˆneos das varia´veis de estado. O sistema
de controle foi projetado com base em um modelo da planta no espac¸o de estados e seu
desempenho foi avaliado atrave´s de simulac¸o˜es. A suspensa˜o esta´vel da esfera foi alcanc¸ada
para perfis de refereˆncia com acelerac¸a˜o cont´ınua. Ale´m disso, perturbac¸o˜es determin´ısticas
foram rejeitadas. Concluiu-se que a te´cnica de controle adotada e´ eficiente para estabilizar a
posic¸a˜o da esfera e realizar o seguimento de refereˆncia para um certo tipo de perfil.
Palavras-chave: Levitac¸a˜o magne´tica. Controle digital em cascata. Linearizac¸a˜o por reali-
mentac¸a˜o.
Abstract
The suspension of a sphere of ferromagnetic material in a induced magnetic field by an
electromagnet is a didactic example of magnetic suspension. This system is unstable in open
loop and it requires closed loop control to have acceptable suspension characteristics. In this
work, a digital control system for the described plant has been designed using the cascade
control technique. In addition, the control system included a linearization process based on
the instantaneous values of the state variables. The control system is based on a plant’s
model in state space and its performance was evaluated through simulations. The stable
sphere suspension was achieved for reference profiles with continuous acceleration. Further-
more, deterministic perturbations were rejected. It was concluded that the adopted control
technique is efficient to stabilize the ball position and to perform the reference tracking for a
certain type of profile.
Keywords: Magnetic levitation. Digital cascade control. Feedback linearization.
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1 Introduc¸a˜o
De acordo com Fares et al. (2009), a levitac¸a˜o e´ definida como o equil´ıbrio esta´vel de um
objeto sem contato, e que pode ser alcanc¸ada com o uso de forc¸as ele´tricas e magne´ticas. Sis-
temas de levitac¸a˜o magne´tica sa˜o usados em muitas aplicac¸o˜es tecnolo´gicas. Alguns exemplos
sa˜o as suspenso˜es ve´ıculos MagLev, rolamentos sem atrito e levitac¸a˜o de metal fundido em
fornos de induc¸a˜o. De acordo com Sharma et al. (2014), a levitac¸a˜o magne´tica e´ atrativa no
setor de transportes, sobretudo, por permitir velocidades operacionais limitadas apenas pelo
consumo energe´tico. Ale´m disso, suspenso˜es magne´ticas requerem substancialmente menos
poteˆncia e sa˜o menos suscet´ıveis a ru´ıdo.
Este trabalho visa projetar um sistema de controle digital para manter a suspensa˜o esta´vel
de uma esfera ferromagne´tica em um campo magne´tico. Os motivos que justificam este
trabalho subdividem-se em contribuic¸o˜es dida´ticas e teo´ricas.
Certos tipos de plantas de levitac¸a˜o magne´tica tem sido bastante utilizadas com finali-
dade dida´tica em aulas de controle e automac¸a˜o (WONG, 1986; HURLEY; WO¨LFLE, 1997;
TRUMPER et al., 1997). Entretanto, as publicac¸o˜es dispon´ıveis focam principalmente no
controle SISO (single-input/single-output) analo´gico. Assim, o presente trabalho pode con-
tribuir com o estado da arte relacionado a este problema dida´tico e com a discussa˜o das
te´cnicas de controle em si.
Ale´m disso, a ana´lise das perturbac¸o˜es presentes no processo de levitac¸a˜o magne´tica
na˜o e´ amplamente discutida na literatura. Isto fornece um nicho a ser explorado, ja´ que o
conhecimento do conteu´do espectral das perturbac¸o˜es e´ essencial para o projeto de sistemas
de controle digital.
Este trabalho sera´ conduzido, inicialmente, atrave´s da delimitac¸a˜o de uma planta de
levitac¸a˜o magne´tica e de um modelo para a mesma. Este modelo servira´ de base para o
estudo das perturbac¸o˜es e para o projeto do sistema de controle. O desempenho do sistema
de controle sera´ discutido apo´s a simulac¸a˜o nume´rica deste.
Os objetivos do trabalho sera˜o especificados apo´s a apresentac¸a˜o do problema de controle
e dos resultados obtidos em trabalhos pre´vios. Mas antes disso, o problema sera´ contextua-
lizado.
1.1 Tipos de levitac¸a˜o magne´tica
Conforme Sharma et al. (2014), existem dois tipos principais de suspensa˜o magne´tica: a
suspensa˜o eletrodinaˆmica e a suspensa˜o eletromagne´tica.
Suspenso˜es do tipo EDS (electrodynamic suspension) sa˜o comumente aplicadas a ve´ıculos
MagLev com bobinas a bordo levitando sobre uma guia. Assim, conforme o ve´ıculo se
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move, o fluxo produzido pelas bobinas embarcadas induz correntes em bobinas passivas na
guia. O fluxo magne´tico gerado pelas bobinas da guia se opo˜e ao fluxo gerado pelas bobinas
embarcadas, fazendo com que o ve´ıculo adquira uma elevac¸a˜o em func¸a˜o de sua velocidade
(SHARMA et al., 2014). O esquema de uma suspensa˜o EDS e´ mostrado na Figura 1.
Figura 1: Suspensa˜o eletrodinaˆmica (adaptado de SHARMA et al., 2014).
Em sistemas eletrodinaˆmicos o movimento relativo de eletro´ımas produz forc¸as de pro-
pulsa˜o e suspensa˜o para o ve´ıculo. Tal fenoˆmeno e´ exemplificado na Figura 2. Neste, quando
a velocidade relativa do rotor e´ superior a velocidade translacional do ve´ıculo ha´ propulsa˜o.
Caso contra´rio surgem forc¸as de frenagem (PAUDEL; BIRD, 2013).
Figura 2: Propulsa˜o eletrodinaˆmica (adaptado de PAUDEL; BIRD, 2013).
Com o uso de bobinas de material supercondutor a temperaturas criogeˆnicas no ve´ıculo
e´ poss´ıvel gerar altas correntes, e consequentemente altos campos induzidos, com perdas
resistivas mı´nimas (SHARMA et al, 2014). Yamamoto et al. (2013) realc¸am que materi-
ais supercondutivos virtualmente na˜o possuem resisteˆncia ele´trica e suas permeabilidades
magne´ticas se tornam nulas quando sujeitos a temperaturas pro´ximas a 100 K. Isso faz com
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que surja uma forc¸a repulsiva quando e´ aplicado um campo magne´tico externo, de acordo com
o efeito Meissner-Oschenfeld (SCHWEITZER, 2009; CALLISTER, 2002 apud YAMAMOTO
et al., 2013).
O segundo tipo de suspensa˜o magne´tica, a suspensa˜o EMS (electromagnetic suspension),
na˜o depende da velocidade do ve´ıculo. De acordo com Sharma et al. (2014), o fenoˆmeno e´
causado por forc¸as atrativas em um circuito magne´tico composto por um nu´cleo de ac¸o e uma
guia ferromagne´tica. O circuito magne´tico e´ excitado por uma corrente ele´trica circulando
ao longo de uma bobina, como e´ mostrado na Figura 3.
Figura 3: Suspensa˜o eletromagne´tica (adaptado de SHARMA et al., 2014).
Ha´ uma diferenc¸a qualitativa entre sistemas eletrodinaˆmicos e sistemas eletromagne´ticos
em questa˜o de estabilidade. Os sistemas eletrodinaˆmicos sa˜o inerentemente esta´veis, em-
bora bastante subamortecidos (PAUDEL; BIRD, 2013; SHARMA et al, 2014), enquanto os
sistemas eletromagne´ticos se tornam insta´veis quando excitados por uma fonte de tensa˜o e
requerem ac¸o˜es de controle para apresentar caracter´ısticas dinamicamente aceita´veis de sus-
pensa˜o (SHARMA et al., 2014). O sentido f´ısico dessa instabilidade pode ser entendido pelo
Teorema de Earnshaw, que diz que um conjunto de cargas pontuais na˜o pode ser mantido
em equil´ıbrio mecaˆnico apenas pela interac¸a˜o de dipolos magne´ticos permanentes (GRAC¸A,
2012).
Para manter o equil´ıbrio esta´vel de um objeto levitando sob suspensa˜o eletromagne´tica
e´ necessa´rio monitorar sua posic¸a˜o a fim de controla´-la atrave´s da realimentac¸a˜o de seu erro
(em comparac¸a˜o com uma posic¸a˜o de refereˆncia). Dessa forma e´ poss´ıvel contrabalancear
as forc¸as gravitacionais sobre o objeto e efetivamente fazeˆ-lo levitar em equil´ıbrio esta´vel
(FARES et al., 2009). O presente trabalho ira´ focar em um caso espec´ıfico de suspensa˜o
eletromagne´tica. Portanto, quando o termo levitac¸a˜o magne´tica for referido novamente, o
sera´ nesse sentido.
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1.2 Delimitac¸a˜o da planta e da te´cnica de controle
Um exemplo dida´tico de suspensa˜o eletromagne´tica consiste em uma esfera ferromagne´tica
levitando sob a ac¸a˜o de uma forc¸a atrativa induzida por uma bobina. A suspensa˜o esta´vel de
uma esfera meta´lica em um campo magne´tico tem sido assunto de interesse desde a de´cada de
1930 (HURLEY; WO¨LFLE, 1997). Os componentes ba´sicos desse sistema dida´tico incluem
um sensor, um atuador (um eletro´ıma) e um controlador. Fares et al. (2009) cita um
sensor composto por um par emissor-detector infravermelho. O detector e´ um fototransistor
em se´rie com um resistor, que produz uma tensa˜o proporcional a posic¸a˜o do objeto em
torno de um ponto operacional. Segundo os autores a constante de proporcionalidade pode
ser determinada experimentalmente. Um diagrama de corpo livre desse sistema pode ser
visualizado na Figura 4.
Na Figura 4, a acelerac¸a˜o da esfera e´ causada pela diferenc¸a entre a forc¸a magne´tica
fmag e o peso mg da esfera. O circuito do eletro´ıma˜ possui uma carga resistiva-indutiva,
cuja indutaˆncia L e´ func¸a˜o da distaˆncia x da esfera. A corrente i no circuito do eletro´ıma˜ e´
controlada atrave´s de uma tensa˜o v.
Figura 4: Sistema de levitac¸a˜o magne´tico (adaptado de FARES et al., 2009).
O problema de controle consiste no projeto de um controlador atrelado a uma planta a fim
de melhorar seu desempenho. Para Ogata (2014), o controle, ou controle automa´tico, e´ essen-
cial em qualquer campo tecnolo´gico ou cient´ıfico. O autor estabelece, ainda, que um sistema
de controle com realimentac¸a˜o e´ tal que a diferenc¸a entre sua entrada de refereˆncia e sua sa´ıda
e´ utilizada como meio de controle. A denominac¸a˜o sistema de controle com realimentac¸a˜o e a
denominac¸a˜o sistema de controle em malha fechada sa˜o usadas indistintivamente. Este tipo
de controle implica na reduc¸a˜o do sinal de erro que alimenta o controlador. Em contrapar-
tida, ha´ sistemas em que o sinal de sa´ıda na˜o exerce nenhuma ac¸a˜o de controle no sistema.
O sinal de sa´ıda na˜o e´ medido e nem realimentado. Tal te´cnica e´ conhecida como controle
em malha aberta. De acordo com Ogata (2014), estes so´ podem ser utilizados na auseˆncia
de perturbac¸o˜es externas ou internas.
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Conforme Ogata (2014), sistemas de controle em malha fechada apresentam claras van-
tagens em questo˜es de estabilidade, em relac¸a˜o aos sistemas de controle em malha aberta.
A raza˜o disso e´ que a realimentac¸a˜o torna a resposta do sistema relativamente insens´ıvel
a distu´rbios externos e variac¸o˜es parame´tricas da planta. As mesmas garantias na˜o sa˜o
poss´ıveis em sistemas em malha aberta.
A maioria das te´cnicas de projeto de controladores baseadas em modelos equacionais se
aplicam somente a sistemas lineares invariantes no tempo (LIT). Um sistema linear satisfaz
duas propriedades: a superposic¸a˜o e a homogeneidade. A primeira significa que a resposta do
sistema a um somato´rio de entradas e´ igual ao respectivo somato´rio de respostas individuais.
Ja´ a segunda significa que a multiplicac¸a˜o de um sinal de entrada por um escalar leva o
sistema a produzir um sinal de sa´ıda multiplicado pelo mesmo escalar (NISE, 2013).
Um sistema LIT pode ser descrito atrave´s de uma equac¸a˜o diferencial linear de coeficientes
constantes. Entretando, muitas vezes e´ necessa´rio lidar com sistemas na˜o-lineares ou com
paraˆmetros distribu´ıdos. O atuador do sistema descrito na Figura 4 e´ na˜o-linear, ja´ que
a indutaˆncia varia com o deslocamento da esfera. A forc¸a magne´tica produzida por esse
atuador e´ uma func¸a˜o na˜o-linear das varia´veis de estado i e x. A aproximac¸a˜o deste sistema
por um modelo LIT torna questiona´vel a operac¸a˜o satisfato´ria de um controlador projetado
por meio deste modelo. A incerteza existente entre o modelo LIT e o sistema real pode ser de
dois tipos: estruturada e na˜o-estruturada (OGATA, 2014). De acordo com Ogata (2014), a
incerteza estruturada ocorre sempre que ha´ variac¸a˜o parame´trica do modelo. Ja´ a incerteza
na˜o-estruturada pode ocorrer devido a incertezas dependentes da frequeˆncia (como modos
de oscilac¸a˜o na˜o inclu´ıdos) ou quando a planta e´ na˜o-linear e o modelo e´ linear. Geralmente,
te´cnicas de linearizac¸a˜o introduzem o segundo tipo de incerteza.
O sinal de sa´ıda de um controlador automa´tico alimenta um dispositivo de poteˆncia, que
produz um sinal de entrada para a planta (OGATA, 2014). O tipo do atuador depende da
natureza do sistema. Para a planta de levitac¸a˜o magne´tica este e´ o eletro´ıma˜ (ou simplesmente
bobina), que realiza a conversa˜o eletromecaˆnica de poteˆncia. Entretanto, e´ comum ainda um
esta´gio de conversa˜o ele´trica de poteˆncia, anterior a bobina. Wong (1986) apresenta um
esta´gio amplificador, controlado pelo sinal de sa´ıda de um controlador linear. O controlador
linear pode ser implementado de diversas formas. Normalmente as grandezas envolvidas no
processo sa˜o transduzidas em sinais ele´tricos para que o controlador possa ser contru´ıdo como
um cirucito composto por elementos ativos ou passivos. Esta abordagem e´ conhecida como
controle analo´gico.
A construc¸a˜o de um controlador analo´gico envolve va´rios ajustes e a calibrac¸a˜o de va´rios
componentes e medidores, resultando em um processo demorado e oneroso. Entretanto,
com o surgimento dos microcomputadores na de´cada de 1970, tornou-se poss´ıvel controlar
15
processos sem a necessidade de usar computadores de grande porte. Um computador digital
pode substituir os componentes analo´gicos de uma malha de controle, emulando o seu modelo
equacional. Esta abordagem e´ conhecida como controle digital, e e´ vantajosa por ter custo
reduzido, favorecer a flexibilidade de projeto e oferecer imunidade ao ru´ıdo (NISE, 2013).
No processamento de dados com computadores digitais os sinais sa˜o amostrados e digita-
lizados, resultando em sinais discretos. O processo de amostragem resulta em perda de parte
da informac¸a˜o contida no sinal cont´ınuo. O sinal discreto possui valores de amplitudes em
instantes discretos de tempo. A modulac¸a˜o de amplitude de pulso e´ a te´cnica de amostra-
gem mais vantajosa para o controle digital ja´ que o sinal discreto resultante possui relac¸a˜o
linear com as dinaˆmicas lineares do sistema. A amostragem e´ realizada periodicamente com
per´ıodo T0 por um multiplexador constru´ıdo em conjunto com um seletor de faixa de medic¸a˜o
e um conversor analo´gico digital. Se a largura do pulso h for bem menor que o per´ıodo Ts
(h << T0) e o amostrador for seguido por um elemento de transfereˆncia linear com constante
de tempo Ti >> h, enta˜o o trem de pulsos xp(t) pode ser representado como um sinal de
tempo discreto x(kT0) (ISERMANN, 1997).
De acordo com Isermann (1997), o sinal de entrada e o sinal de sa´ıda do amostrador esta˜o
defasados por um intervalo TR, decorrente dos atrasos causados pela conversa˜o analo´gica-
digital e pelo processamento de dados na unidade de processamento central do computador
digital. Entretanto, se esse intervalo for pequeno, comparado com as constantes de tempo dos
atuadores, processos e sensores, este pode ser desprezado. Daqui em diante sera´ considerado
que o processo de amostragem e´ aproximadamente s´ıncrono e que resulta em um sinal de
tempo discreto x(kT0). A Figura 5 apresenta um sistema de controle digital considerando
o processo de amostragem ideal. Na figura, o sinal u e´ um sinal analo´gico. Normalmente o
elemento retentor e´ precedido por um conversor digital analo´gico.
Figura 5: Sistema de controle digital (adaptado de ISERMANN, 1997).
A perda de informac¸a˜o durante a amostragem contribui para o erro de quantizac¸a˜o de
amplitude. Isto ocorre porque a precisa˜o do computador digital e´ limitada pelo tamanho
da palavra bina´ria em que a sa´ıda do conversor analo´gico-digital e´ armazenada. Entretanto,
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este erro pode ser desconsiderado se for pequeno em relac¸a˜o a` amplitude do sinal (DORF;
BISHOP, 2001). Isermann (1997) cita que computadores com palavras bina´rias de 16 bits
operando em conjunto com conversores analo´gico-digitais de 10 bits sa˜o o suficiente para
obter um sinal de tempo discreto com erro de quantificac¸a˜o de amplitude quase nulo.
Os tipos de controle tambe´m diferem em relac¸a˜o as suas estruturas. Isermann (1997)
cita pelo menos quatro estruturas de controle distintas: sistemas de controle de entrada-
simples/sa´ıda-simples (ou SISO, do ingleˆs single-input/single-output); sistemas de controle
de entrada-mu´ltipla/sa´ıda-mu´ltipla (ou MIMO, do ingleˆs multiple-input/multiple-output);
sistemas de controle interconectados; e sistemas de controle descentralizados. Diversas es-
trate´gias baseadas em estruturas SISO ou interconectadas tem sido apresentadas para con-
trolar a planta de levitac¸a˜o magne´tica.
No controle SISO apenas a varia´vel de sa´ıda da planta determina o sinal de controle. Isto
conduz a uma malha de controle simples. Entretanto, e´ poss´ıvel melhorar o desempenho
do controle conectando varia´veis de estado adicionais ou sinais de perturbac¸a˜o a` malha. O
controle interconectado e´ resultado dessas adic¸o˜es ao controle simples. O esquema de controle
interconectado mais utilizado e´ o controle em cascata, que inclui lac¸os de controle auxiliares
a` malha (ISERMANN, 1997). O controle da corrente no eletro´ıma˜ atrave´s de uma malha de
controle interna e´ um me´todo de controle em cascata. Um esquema de controle em cascata
e´ apresentado na Figura 6. Neste, o processo e´ dividido em duas partes: GPu1 e GPu2. Cada
subprocesso esta´ sujeito a uma perturbac¸a˜o determin´ıstica cujos modelos sa˜o denominados
GPv1 e GPv2, respectivamente. O controlador mais interno a malha, GR2, e´ auxiliar ao
controlador mais externo, GR1, que fornece a refereˆncia a este.
Figura 6: Sistema de controle interconectado em cascata (adaptado de ISERMANN, 2013).
De acordo com Isermann (1997), o controle interconectado em cascata apresenta desem-
penho melhor do que o controle SISO devido aos seguintes motivos:
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• Perturbac¸o˜es que atuam sobre o subprocesso GPu2 sa˜o controlados pelo controle auxiliar
antes que afetem o sinal de sa´ıda y1;
• Devido ao controle auxiliar, incertezas estruturadas no subprocesso GPu2 sa˜o atenua-
das. Desta forma, o projeto do controlador GR1 precisa considerar apenas variac¸o˜es
parame´tricas no subprocesso GPu1;
• O sinal de sa´ıda y1 tem o regime transiente reduzido se o lac¸o de controle auxiliar
conduz a modos de frequeˆncia mais altos do que os presentes no subprocesso GPu2.
Neste trabalho sera´ empregada uma te´cnica de controle digital em cascata. O sistema de
controle principal ira´ regular a posic¸a˜o da esfera e o sistema de controle auxiliar ira´ regular
a corrente ele´trica no atuador.
O sistema de controle auxiliar ira´ utilizar controle linear simples. Como sera´ mostrado
adiante, a relac¸a˜o entre a tensa˜o nos terminais do atuador e o estado ele´trico e´ aproximada-
mente linear. Ja´ o sistema de controle principal ira´ empregar uma te´cnica de controle linear
em conjunto com uma te´cnica de compensac¸a˜o na˜o-linear.
A compensac¸a˜o na˜o-linear utilizada neste trabalho estabelece uma relac¸a˜o entrada-sa´ıda
linear entre um sinal de entrada manipulado e um sinal de sa´ıda. Isto e´ feito por meio de uma
te´cnica de linearizac¸a˜o pela realimentac¸a˜o do estado na˜o-linear. Esta te´cnica sera´ discutida
com mais propriedade na sec¸a˜o de Modelagem da suspensa˜o magne´tica.
1.3 Revisa˜o da literatura
As te´cnicas apresentadas nesta revisa˜o sa˜o de controle SISO ou em cascata. Elas diferem
entre si quanto a te´cnica de linearizac¸a˜o ou modelagem empregadas. Apesar da suspensa˜o
esta´vel de uma esfera em um campo magne´tico ser assunto de interesse desde a de´cada de
1930, a maior parte do material dispon´ıvel sobre o assunto parte da de´cada de 1980.
O controle SISO analo´gico da planta foi realizado por Wong (1986) e Hurley e Wo¨lfle
(1997) atrave´s da compensac¸a˜o por avanc¸o de fase. Ambos projetaram os controladores com
base em um modelo linearizado em torno de um estado de equil´ıbrio.
Wong (1986) partiu de uma relac¸a˜o funcional onde a forc¸a magne´tica fmag era proporcional
ao quadrado da corrente ele´trica no eletro´ıma˜ e inversamente proporcional ao quadrado da
distaˆncia da esfera e obteve uma relac¸a˜o entrada-sa´ıda linear de terceira ordem entre o sinal
de controle e a posic¸a˜o da esfera. O controlador foi implementado atrave´s de um circuito de
elementos passivos anterior a um esta´gio amplificador.
Hurley e Wo¨lfle (1997) partiram de uma relac¸a˜o funcional onde a forc¸a magne´tica fmag
era proporcional ao quadrado da corrente ele´trica i no eletro´ıma˜ e inversamente proporcional
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a exponencial da distaˆncia x da esfera e obtiveram uma relac¸a˜o entrada-sa´ıda linear de
segunda ordem entre o estado ele´trico i e o estado mecaˆnico x. O controlador foi constru´ıdo
a partir de elementos passivos. Entretanto, diferente de Wong (1986), os autores utilizaram
o controle PD, que e´ uma forma particular da compensac¸a˜o por avanc¸o de fase. O sinal de
controle PD era entregue a porta de um transistor amplificador de junc¸a˜o de efeito de campo
(JFET) com o dreno em se´rie com o circuito do eletro´ıma˜. Desta forma, a tensa˜o na porta do
transistor JFET e o estado ele´trico i possuem uma relac¸a˜o linear dada pela transcondutaˆncia
do amplificador de poteˆncia.
Nos respectivos trabalhos, a compensac¸a˜o foi realizada sobre o sinal realimentado e na˜o
sobre o sinal de erro em relac¸a˜o a` refereˆncia. De acordo com Ogata (2014), tal modificac¸a˜o
na topologia da malha de controle e´ aplicada quando o incremento em degrau do sinal ma-
nipulado e´ indeseja´vel.
Os dois trabalhos anteriores utilizaram modelos linearizados em pontos operacionais. Esta
te´cnica pode resultar no desempenho na˜o satisfato´rio do sistema longe do ponto operacional
de projeto. Este tipo de linearizac¸a˜o inclui incertezas na˜o-estruturadas no sistema (OGATA,
2014). Para lidar com esse problema, alguns autores utilizaram te´cnicas de compensac¸a˜o
na˜o-linear.
Hajjaji e Ouladsine (2001) e Jaroszyn´ski e Zietkiewicz (2016) apresentaram o controle
SISO analo´gico da planta linearizada por realimentac¸a˜o atrave´s de me´todos diferenciais
geome´tricos. A linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o e´ uma forma de compensac¸a˜o na˜o-linear que
fornece a linearizac¸a˜o exata da planta com base nos valores instantaˆneos dos estados e das
perturbac¸o˜es.
Jaroszyn´ski e Zietkiewicz (2016) utilizaram uma relac¸a˜o funcional entre a forc¸a magne´tica
e os estados ele´trico e mecaˆnico ideˆntica a adotada por Hurley e Wo¨lfle (1997). Hajjaji e
Ouladsine (2001) deduziram uma expressa˜o para a forc¸a magne´tica atrave´s da modelagem
de elementos diferenciais de comprimento (paralelo ao eixo de deslocamento da esfera) do
eletro´ıma obtendo uma expressa˜o onde a forc¸a magne´tica e´ proporcional ao quadrado da
corrente ele´trica i e inversamente proporcional a uma func¸a˜o polinomial da distaˆncia x da
esfera, cujos coeficientes foram identificados experimentalmente.
A linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o, em Hajjaji e Ouladsine (2001) e Jaroszyn´ski e Zietki-
ewicz (2016), faz com que a relac¸a˜o entrada-sa´ıda entre um sinal de entrada u e o sinal de sa´ıda
x seja de integrac¸a˜o tripla. A planta linearizada foi estabilizada por controle proporcional-
integral-derivativo (PID) em Hajjaji e Ouladsine (2001) e por controle linear quadra´tico em
Jaroszyn´ski e Zietkiewicz (2016).
Embora a aplicac¸a˜o de me´todos diferenciais geome´tricos na linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o
da planta de levitac¸a˜o magne´tica tenha apresentado bons resultados nos trabalhos citados an-
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teriormente, Trumper et al. (1997) afirmam que o conjunto de transformac¸o˜es de varia´veis de
estado na˜o sa˜o u´nicos. Os me´todos diferenciais geome´tricos produzem uma relac¸a˜o entrada-
sa´ıda de terceira ordem que pode ser computada atrave´s de um conjunto infinito de trans-
formac¸o˜es. Conforme Trumper et al. (1997) isto e´ consequeˆncia da na˜o-linearidade do mo-
delo.
Trumper et al. (1997) propo˜em um me´todo de linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o utilizado
em conjunto com o controle linear interconectado da planta. Para tanto, deduziram um
modelo de segunda ordem da planta, dependente apenas das varia´veis de estado ele´trico e
mecaˆnico. A varia´vel c nas equac¸o˜es 1 e 2 e´ a velocidade da corpo sob suspensa˜o e o termo
fd e´ a forc¸a de arrasto produzida pelo escoamento de um fluido sobre a superf´ıcie da esfera.
dx
dt
= c (1)
dc
dt
= g +
1
m
(
fmag(i, x)− fd(c)
)
(2)
Estas equac¸o˜es sa˜o capazes de modelar adequadamente a planta se a corrente no eletro´ıma˜
for controlada por uma malha interna com alta banda de passagem e com alta capacidade
de tensa˜o (TRUMPER et al., 1997).
Trumper et al. (1997) tambe´m partem de que a relac¸a˜o funcional entre a forc¸a magne´tica
e as varia´veis de estado e´ tal que a forc¸a magne´tica e´ proporcional ao quadrado do estado
ele´trico i e inversamente proporcional ao estado mecaˆnico x. Esta relac¸a˜o e´ adotada nova-
mente por Morales et al. (2011), que tambe´m propo˜em a linearizac¸a˜o da planta a partir de
um modelo de segunda ordem. Morales et al. (2011) realizam a identificac¸a˜o alge´brica do
ganho proporcional entre a forc¸a magne´tica fmag e o termo z = (i/x)
2. Assim, e´ inclu´ıdo
um esta´gio de identificac¸a˜o, anterior a` compensac¸a˜o na˜o-linear. A expressa˜o alge´brica para
o ganho foi obtida atrave´s da ana´lise da transformada de Laplace da Equac¸a˜o 2 e e´ func¸a˜o
apenas das varia´veis de estado do modelo.
Apesar de Trumper et al. (1997) ter obtido bons resultados experimentais no controle
digital interconectado em cascata com linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o, estes na˜o utilizaram
uma planta de levitac¸a˜o magne´tica com a mesma topologia proposta na Figura 4. Ale´m disso,
Trumper et al. (1997) utilizaram dois atuadores, de modo que era poss´ıvel acelerar o corpo
sob suspensa˜o em dois sentidos. Morales et al. (2011) obtiveram resultados experimentais
para uma planta de levitac¸a˜o magne´tica tal qual a proposta na Figura 4. Entretanto, os
experimentos foram realizados a altas taxas de amostragem de modo que o controle linear
foi ajustado assumindo que as descontinuidades dos sinais amostrados sa˜o desprez´ıveis.
Outros me´todos tem sido empregados para melhorar o desempenho de estruturas de
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controle SISO ou em cascata. Normalmente, envolvem identificac¸a˜o na˜o-parame´trica da
planta atrave´s de modelos baseados em redes neurais artificiais (RNAs). De acordo com Qin
et al. (2014), na˜o e´ uma tarefa fa´cil obter um modelo f´ısico de uma suspensa˜o magne´tica.
Conforme e´ apontado por Hajjaji e Ouladsine (2001), modelos bastante recorrentes para a
forc¸a magne´tica, como o apresentado por Wong (1986), Trumper et al. (1997), Morales et
al. (2011) e outros, na˜o a descrevem globalmente, mas apenas ao longo de alguns milimetros
na vizinhanc¸a do atuador.
Qin et al. (2014) associam o controle SISO digital da planta de levitac¸a˜o magne´tica a`
identificac¸a˜o na˜o-parame´trica de seu modelo. Para tanto, a dinaˆmica na˜o-linear foi modelada
como um modelo autorregressivo com entrada exo´gena (ARX) dependente das varia´veis de
estado, cujos coeficientes sa˜o dados por RNAs de func¸a˜o de base radial (RBF). O modelo
RBF-ARX combina as vantagens dos dois modelos, sendo globalmente na˜o-linear e localmente
linear (nas pro´ximidades de cada ponto operacional). O treinamento das redes RBF foi
realizado fora de tempo de operac¸a˜o para evitar as falhas relacionadas ao controle em tempo
real. Este modelo foi usado para ajustar, em tempo de operac¸a˜o, um controlador linear
preditivo.
Um sistema de lo´gica fuzzy e´ utilizado em Yadav et al. (2012) para obter um modelo da
planta. Baseado em resultados de simulac¸a˜o para um sistema SISO digital, os autores afiram
que o controle fuzzy foi mais eficiente que o controle PID. Fares et al. (2009) investigaram
a eficieˆncia do controle fuzzy ao emular o comportamento entrada-sa´ıda de um controlador
PD linear. Como resultado, os autores chegaram a conclusa˜o que um controlador fuzzy e´
capaz de tornar o tempo de acomodac¸a˜o da planta bem menor do que um controlador linear
ajustado pela mesma metodologia. Phan e Gale (2007) apresentam a estabilizac¸a˜o de uma
planta de levitac¸a˜o magne´tica como exemplo de aplicac¸a˜o do controle fuzzy adaptativo. A
robustez desse controle foi demonstrada para este e outros sistemas na˜o-lineares.
O presente trabalho na˜o ira´ abordar modelos na˜o-parame´tricos. Este ira´ tratar do con-
trole digital linear da planta linearizada por realimentac¸a˜o. Na˜o sera˜o consideradas variac¸o˜es
parame´tricas do modelo. O comportamento da planta sera´ descrito atrave´s de um conjunto
de equac¸o˜es no espac¸o de estados e os efeitos de perturbac¸o˜es determin´ısticas e de desconti-
nuidades, provientes da amostragem, sera˜o investigados em malha fechada.
Dentre os trabalhos citados aqui, aqueles voltados para o controle em cascata empregando
te´cnicas de linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o tera˜o importaˆncia principal no decorrer do pro-
jeto. Entretanto, poucos entraram no me´rito do sistema de controle auxiliar. Isto constitui
um problema a ser avaliado durante o projeto do controlador. Ale´m disso, os efeitos das
perturbac¸o˜es sobre a compensac¸a˜o na˜o-linear tambe´m na˜o foram discutidos.
21
1.4 Objetivos
Com base nas informac¸o˜es apresentadas nesta sec¸a˜o, este trabalho assume os seguintes
objetivos gerais e espec´ıficos:
• Objetivo geral: projetar um sistema de controle digital interconectado em cascata com
linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o para a planta de levitac¸a˜o magne´tica. O projeto sera´
baseado em um modelo matema´tico da suspensa˜o magne´tica;
• Objetivo espec´ıfico: quantificar indicadores do desempenho do sistema sob diversas
taxas de amostragens e na presenc¸a de perturbac¸o˜es determin´ısticas.
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2 Modelagem da Suspensa˜o Eletromagne´tica
Eletro´ıma˜s sa˜o amplamente utilizados como atuadores de forc¸a e de posic¸a˜o para mo-
vimentos rotacionais ou pequenos movimentos translacionais. Ha´ eletro´ıma˜s de corrente
cont´ınua, de corrente alternada e polarizados. Um circuito eletromagne´tico e´ composto por
treˆs elementos principais: um corpo magne´tico fixo, uma armadura mo´vel e um entreferro
varia´vel (ISERMANN, 2005).
Neste trabalho, o corpo magne´tico fixo e´ uma soleno´ide. Normalmente, soleno´ides com
nu´cleo ferromagne´tico na˜o podem ser magnetizadas indefinidamente. Ha´ uma magnetizac¸a˜o
de saturac¸a˜o ale´m da qual a densidade de fluxo magne´tico B na˜o pode ser mais alterada pelo
aumento da intensidade H do campo magne´tico.
A relac¸a˜o entre a intensidade do campo magne´tico e a densidade de fluxo magne´tico
em alguns materiais ferromagne´ticos (como ac¸o, n´ıquel e cobalto) e´ na˜o-linear e depende da
magnetizac¸a˜o pre´via do material. Para um corpo incialmente desmagnetizado (B = 0), este e´
magnetizado ate´ a saturac¸a˜o aumentando a intensidade H do campo magne´tico. Entretanto,
ao inverter o sentido de H, a curva B−H faz um caminho diferente ate´ a saturac¸a˜o no sentido
oposto. Neste caminho, a desmagnetizac¸a˜o ocorre para um valor negativo de H. Uma nova
inversa˜o do sentido campo magne´tico acaba por fechar um lac¸o na origem do plano B −H.
Este fenoˆmeno e´ exemplificado na Figura 7 e recebe o nome de histerese.
Figura 7: Histerese do campo magne´tico (ISERMANN, 2005).
Os fenoˆmenos de saturac¸a˜o e histerese magne´tica na˜o sera˜o inclu´ıdos no modelo da planta
neste trabalho. Entretanto, caso a histerese magne´tica seja na˜o desprez´ıvel, ela afeta direta-
mente a indutaˆncia do eletro´ıma˜ e suas derivadas parciais.
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A esfera ferromagne´tica constitui a armadura da planta de levitac¸a˜o magne´tica. A re-
lutaˆncia ao fluxo magne´tico e´ proporcional a distaˆncia axial entre a face do eletro´ıma˜ e o
centro de massa da esfera. O aumento desta relutaˆncia dimininui a intensidade da forc¸a
magne´tica sobre a esfera.
Nesta sec¸a˜o, a forc¸a induzida pelo campo magne´tico sera´ explicada atrave´s da conversa˜o
eletromecaˆnica de energia. Ale´m disso, sera˜o apresentados modelos para as demais forc¸as
atuando sobre a esfera e para a reac¸a˜o causada pelo campo magne´tico no circuito ele´trico do
atuador.
2.1 Conversa˜o eletromecaˆnica de energia
Conforme Callister (2002), as forc¸as magne´ticas sa˜o geradas por cargas ele´tricas em movi-
mento. Elas existem em materiais magne´ticos na forma de dipolos magne´ticos. Estes podem
ser influenciados por campos magne´ticos externos, de modo que a forc¸a do campo exerce um
torque para orientar os dipolos magne´ticos com o campo.
De forma simplificada, cada ele´tron em um a´tomo e´ responsa´vel por gerar dois momentos
dipolos magne´ticos. Um deles devido ao seu movimento translacional, em que se comporta
como um pequeno circuito ao redor do nu´cleo, e o outro devido ao seu movimento rotacional.
O u´ltimo tambe´m e´ conhecido como momento magne´tico de spin. O momento magne´tico de
spin admite dois estados quaˆnticos diferentes (alinhados em direc¸o˜es paralelas), pore´m com
a mesma magnitude (CALLISTER, 2002).
O momento magne´tico l´ıquido de um a´tomo e´ formado pela soma dos momentos orbitais
e de spin de todos os seus ele´trons contituintes. Entretanto ha´ pares de ele´trons que se can-
celam, tanto orbitalmente quanto em spin. Devido a isso, materiais com camadas eletroˆnicas
totalmente preenchidas na˜o podem ser magnetizados permanentemente. Este e´ o caso do
diamagnetismo, que persiste apenas enquanto ha´ um campo externo.
O paramagnetismo tambe´m persiste apenas enquanto ha´ um campo magne´tico externo.
Neste caso, apesar do momento l´ıquido na˜o nulo por a´tomo, ha´ um momento global nulo
devido a orientac¸a˜o aleato´ria dos a´tomos na extensa˜o do so´lido.
Ja´ o ferromagnetismo e´ caracterizado pela existeˆncia de campo magne´tico permanente na
auseˆncia de campo externo. Isso ocorre devido a existeˆncia dos domı´nios. Um domı´nio e´ um
volume cristalogra´fico onde os momentos de spin possuem alinhamentos mu´tuo. Cada gra˜o
de um material ferromagne´tico e´ formado por um conjunto de domı´nios.
Quando todos os dipolos magne´ticos de um material ferromagne´tico esta˜o alinhados com
um campo externo a magnetizac¸a˜o do so´lido atinge seu valor ma´ximo poss´ıvel, que e´ a
magnetizac¸a˜o de saturac¸a˜o. Callister (2002) expressa a magnetizac¸a˜o de saturac¸a˜o como o
produto entre o momento magne´tico l´ıquido de cada a´tomo pelo nu´mero de a´tomos existentes.
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O corpo sob suspensa˜o neste trabalho e´ uma esfera ferromagne´tica, cujo peso e´ equili-
brado pela forc¸a magne´tica gerada por um eletro´ıma˜. Esta forc¸a e´ sempre atrativa, ja´ que o
campo magne´tico induzido pelo eletro´ıma˜ tende a alinhar o momento dipolo da esfera com a
orientac¸a˜o do mesmo. De forma geral, este eletro´ıma˜ consiste em um circuito contendo uma
bobina cil´ındrica, cujo nu´cleo pode ser ferromagne´tico.
O campo de fluxo magne´tico induzido pela bobina armazena energia. A propriedade do
circuito responsa´vel por isso e´ a indutaˆncia. Ela existe devido a configurac¸a˜o geome´trica do
circuito e as propriedades magne´ticas do material condutor (DEL TORO, 1999).
Um elemento indutor so´ e´ sens´ıvel ao restante do circuito quando ha´ variac¸a˜o de corrente.
Devido a` variac¸a˜o da corrente ele´trica surge uma diferenc¸a de potencial entre os terminais
do indutor, tal que:
vL = L
di
dt
(3)
onde o paraˆmetro L e´ conhecido como indutaˆncia. Sua unidade no SI e´ volt-segundos por
ampe`re (V·s/A), ou simplesmente henry (H). Del Toro (1999) explica que quando a indutaˆncia
L independe da corrente i ela e´ dita linear.
De acordo com Fitzgerald et al. (1975), na conversa˜o eletromecaˆnica de energia, o campo
de fluxo magne´tico atua como um elemento acoplador entre o subsistema mecaˆnico e o sub-
sistema ele´trico. O campo de acoplamento age como um reservato´rio de energia, que fornece
energia para o subsistema mecaˆnico e se reabastece reagindo sobre o subsistema ele´trico.
A reac¸a˜o do campo de acoplamento sobre o subsistema ele´trico ocasiona o surgimento de
uma forc¸a eletromotriz (FEM) ea. A mesma pode ser quantificada em termos da tensa˜o nos
terminais do subsistema ele´trico v e da queda de potencial Ri na sua resisteˆncia equivalente.
A Equac¸a˜o 4 expressa isso.
ea = v −Ri (4)
De acordo com a lei de Faraday, a FEM ea e´ dada pela derivada temporal do fluxo
concatenado λ.
ea =
dλ
dt
(5)
Em uma bobina cil´ındrica o fluxo concatenado e´ igual a somato´ria do fluxo de todas as
espiras individuais. A Equac¸a˜o 5 permite obter uma expressa˜o de balanc¸o entre o diferencial
de energia mecaˆnica dWmec, o diferencial de energia magne´tica dWmag, armazenada no campo
de acoplamento, e o diferencial de energia causado pela FEM no subsistema ele´trico.
idλ = dWmec + dWmag (6)
E´ poss´ıvel, ainda, simplificar a Equac¸a˜o 6 levando em conta o caso espec´ıfico deste traba-
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lho. Assumindo que a esfera ferromagne´tica ira´ se mover apenas na direc¸a˜o axial da bobina
cil´ındrica, o diferencial de energia dWmec pode ser reescrito como o produto entre uma forc¸a
magne´tica fmag e um diferencial de distaˆncia dx. Substituindo e rearranjando, obtemos um
modelo funcional para a variac¸a˜o de energia no campo de acoplamento:
dWmag = idλ− fmagdx (7)
Conforme Fitzgerald et al. (1975), a Equac¸a˜o 7 pode ser entendida como uma equac¸a˜o de
estado, desde que a energia Wmag(λ, x) possa representar uma func¸a˜o de estado de um sistema
conservativo. O diferencial dWmag(λ, x) pode ser representado em termos das derivadas
parciais de Wmag(λ, x).
dWmag(λ, x) =
∂Wmag
∂λ
dλ+
∂Wmag
∂x
dx (8)
Nesta perspectiva, a corrente ele´trica i e a forc¸a magne´tica fmag sa˜o func¸o˜es parame´tricas
com varia´veis independentes λ e x.
O mesmo sistema descrito pela func¸a˜o de estado Wmag(λ, x) poderia ser descrito por
outra func¸a˜o de estado com varia´veis independentes diferentes. Ate´ aqui o fluxo concatenado
λ cumpriu o papel de varia´vel ele´trica. Entretanto, ele na˜o e´ ta˜o conveniente assim, ja´ que
existem outras grandezas ele´tricas bem mais fa´ceis de medir. Um exemplo disso e´ a corrente
ele´trica i. E´ poss´ıvel, de acordo com Fitzgerald et al. (1975), representar o sistema atrave´s
das varia´veis independentes i e x. Para tanto, se deduz uma func¸a˜o de estado chamada
co-energia W ′mag(i, x).
A func¸a˜o co-energia W ′mag(i, x) e´ dada por:
W ′mag(i, x) = iλ−Wmag(λ, x) (9)
Diferenciando a Equac¸a˜o 9 e substituindo pelo termo da Equac¸a˜o 7, chegamos ao diferencial
de co-energia:
dW ′mag(i, x) = λdi+ fmagdx (10)
A Equac¸a˜o 10 tambe´m pode ser reescrita em termos das derivadas parciais de W ′mag(i, x):
dW ′mag(i, x) =
∂W ′mag
∂i
di+
∂W ′mag
∂x
dx (11)
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Como i e x sa˜o varia´veis independentes, a Equac¸a˜o 10 e´ igual a Equac¸a˜o 11. Portanto:
fmag =
∂W ′mag
∂x
(12)
Um simplificac¸a˜o adicional e´ cab´ıvel ao modelo da forc¸a magne´tica. Conforme Fitzgerald
et al. (1975), para uma indutaˆncia linear, o fluxo concatenado λ e´ igual ao produto entre a
indutaˆncia L e a corrente i.
λ(x, i) = L(x)i (13)
Daqui em diante a indutaˆncia L passara´ a ser denotada como uma func¸a˜o da distaˆncia x
entre o centro de massa da esfera ferromagne´tica e a bobina. Sabe-se tambe´m, por Del Toro
(1999), que a relac¸a˜o entre a energia Wmag, a indutaˆncia L(x) e a corrente i em um dado
instante e´ dada pela equac¸a˜o:
Wmag(i, x) =
1
2
L(x)i2 (14)
A func¸a˜o de co-energia W ′mag(i, x) tambe´m pode ser escrita em termos da indutaˆncia, con-
forme a Equac¸a˜o 15:
W ′mag(i, x) =
∫ i
0
λ(x, i)di =
∫ i
0
L(x)idi =
1
2
L(x)i2 (15)
Logo, a forc¸a magne´tica fmag, em termos das varia´veis independentes i e x, e´:
fmag(i, x) =
i2
2
dL(x)
dx
(16)
2.2 Modelo da planta
Na subsec¸a˜o anterior os fenoˆmenos envolvidos com a conversa˜o eletromecaˆnica de energia
foram completamente descritos atrave´s da func¸a˜o de estado co-energia W ′mag(i, x), em termos
das varia´veis independentes i e x. Nesta sec¸a˜o sera˜o apresentadas expresso˜es espec´ıficas para
a planta de levitac¸a˜o magne´tica atrave´s de uma abordagem Newtoniana.
O subsistema ele´trico e´ composto por uma bobina com nu´cleo ferromagne´tico que e´ ali-
mentada por uma tensa˜o v. Entretanto, na˜o e´ poss´ıvel representar o mesmo como uma carga
resistiva-indutiva constante, ja´ que a posic¸a˜o da esfera ferromagne´tica altera a indutaˆncia
mu´tua do subsistema ele´trico. Partimos enta˜o da lei das malhas para ana´lisar o mesmo. Ha´
duas quedas de potencial: uma causada por perdas resistivas e a outra pela reac¸a˜o do fluxo
concatenado pela solenoide. A malha e´ enta˜o descrita por:
v = Ri+
dλ
dt
(17)
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Substituindo a Equac¸a˜o 13 na Equac¸a˜o 17 e expandindo a derivada, temos:
v = Ri+ L(x)
di
dt
+ i
dL(x)
dx
dx
dt
(18)
A Equac¸a˜o 18 descreve o subsistema ele´trico. Para descrever o subsistema mecaˆnico
aplicamos a segunda lei de Newton a esfera ferromagne´tica:
m
d2x
dt2
= mg + fmag − fd − fe (19)
A Equac¸a˜o 19 considera que a esfera esta´ imersa em um fluido que na˜o interage com a
forc¸a magne´tica fmag. As forc¸as fd e fe sa˜o as forc¸as de arrasto e empuxo sobre a esfera,
respectivamente. A forc¸a de empuxo e´ igual ao peso da massa de fluido deslocada pela esfera,
enquanto o arrasto e´ uma func¸a˜o da velocidade desta. Segundo Pritchard e Leylegian (2011)
a forc¸a de arrasto age paralela a direc¸a˜o de movimento relativo do corpo. Para uma esfera
lisa (subentende-se que a rugosidade da sua superf´ıcie e´ desprez´ıvel) de diaˆmetro D, imersa
em um fluido de densidade ρ e viscosidade esta´tica η, a forc¸a de arrasto pode ser escrita na
forma funcional:
fd = f1(ρ, η, c,D) (20)
onde c e´ a velocidade da esfera. A relac¸a˜o funcional pode, ainda, ser reescrita em termos de
dois paraˆmetros adimensionais:
fd
1
2
ρc2A
= f2
(
ρcD
η
)
(21)
com A igual a` a´rea da sec¸a˜o frontal da esfera. O termo mais a` esquerda da Equac¸a˜o 21 e´
definido como coeficiente de arrasto Cd, e o argumento da func¸a˜o no lado direito e´ o nu´mero
de Reynolds Re. O nu´mero de Reynolds Re e´ dado pela raza˜o entre as forc¸as inerciais e
as forc¸as viscosas atuando sobre o corpo. Conforme Pritchard e Leylegian (2011), para um
escoamento incompress´ıvel sobre a superf´ıcie de um corpo, o coeficiente de arrasto depende
apenas do nu´mero de Reynolds. Ou seja, Cd = f2(Re).
Trumper et al. (1997) alertam que caso as forc¸as viscosas superem as forc¸as inerciais
(g−fe/m < fd/m) o sistema se torna imposs´ıvel de controlar, uma vez que a forc¸a magne´tica
so´ e´ capaz de acelerar a esfera em direc¸a˜o a` bobina.
As equac¸o˜es 18 e 19 descrevem completamente o sistema e constituem o modelo da planta.
E´ importante ressaltar que ainda ha´ simplificac¸o˜es intr´ınsecas ao modelo. A primeira e´ que os
efeitos de dispersa˜o do campo magne´tico na˜o foram modelados. As linhas de fluxo magne´tico
sa˜o consideradas coaxiais com o eixo vertical em que a esfera se desloca. A segunda e´ que as
coliso˜es entre a esfera e a base da bobina foram assumidas como perfeitamente inela´sticas.
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Portanto, uma vez que a esfera tiver atingido a base da bobina e enquanto a forc¸a magne´tica a
impelir em direc¸a˜o a esta, a posic¸a˜o da esfera sera´ mantida constante. Por fim, no subsistema
ele´trico foram desconsiderados os efeitos de irradiac¸a˜o, histerese e correntes de Foulcault, de
modo que a u´nica forma deste dissipar energia e´ atrave´s de perdas resistivas.
Ainda e´ preciso estabelecer uma relac¸a˜o funcional entre L e x e entre Cd e Re. Hurley e
Wo¨lfle (1997) partem do princ´ıpio de que quando a esfera e´ removida (x→∞) a indutaˆncia
e´ L1, e que quando a esfera esta´ em contato com a bobina a indutaˆncia e´ L1 +L0. A soluc¸a˜o
para L(x) se encontra interpolada entre esses dois valores. Ha´ dois modelos normalmente
apresentados para L(x) na literatura. Hurley e Wo¨lfle (1997) utilizam um modelo menos
recorrente, baseado no decaimento exponencial da indutaˆncia, como e´ mostrado:
L(x) = L1 + L0e
−x/a (22)
Tal modelo tambe´m e´ adotado por Jaroszyn´ski e Zietkiewicz (2016). O paraˆmetro a tem
unidades de distaˆncia e magnitude igual a um nono do diaˆmetro da esfera. Ja´ a maioria dos
autores, incluindo Wong (1986), Qin et al. (2014), Yadav et al. (2012), Fares et al. (2009)
e Valluvan e Ranganathan (2012) utilizam um modelo onde o decaimento da indutaˆncia e´
inversamente proporcional a` distaˆncia.
L(x) = L1 + L0
x0
x
(23)
O modelo descrito pela Equac¸a˜o 23 sera´ adotado para indutaˆncia L(x) neste trabalho. Para
este, a forc¸a magne´tica normalmente e´ descrita em func¸a˜o da constante de forc¸a magne´tica
k = L0x0/2:
fmag(i, x) = −k
(
i
x
)2
(24)
A forc¸a de arrasto fd sobre uma esfera lisa e´ composta por duas componentes: uma
componente causada pelo atrito com o fluido e uma componente devido a pressa˜o causada
quando o escoamento se destaca da superf´ıcie da esfera. A preponderaˆncia de cada uma delas
depende do nu´mero de Reynolds do escoamento.
Para valores pequenos de Re, Re ≤ 1.0 em Pritchard e Leylegian (2011) e Re < 2.0 em
Morrison (2013), o efeito da pressa˜o e´ desprez´ıvel, ja´ que na˜o ha´ separac¸a˜o entre o escoamento
e a esfera. Neste domı´nio, a forc¸a de arrasto e´ dada pela Lei de Stokes:
fd = 3piηcD (25)
Nestas condic¸o˜es, o coeficiente de arrasto Cd e´ igual a 24/Re.
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Conforme o nu´mero de Reynolds cresce o coeficiente de arrasto diminui, ate´ Re se igualar
1000, permanecendo aproximadamente constante ate´ Re = 3.0·10−5. Entre o limite estabele-
cido pela Lei de Stokes e Re = 1000, o escoamento desenvolve um regime turbulento de baixa
pressa˜o. Em Re = 1000 cerca de 95% da forc¸a de arrasto e´ devido a` pressa˜o (PRITCHARD;
LEYLEGIAN, 2011).
Supo˜e-se que em regime transiente, a velocidade do escoamento sobre a esfera ferro-
magne´tica e´ comportada entre valores associados aos intervalores descritos anteriormente
para o nu´mero de Reynolds. Portanto, e´ deseja´vel uma expressa˜o que interpole adequada-
mente os resultados experimentais. Morrison (2013) sugere o seguinte modelo:
Cd =
24
Re
+ Cd1 + Cd2 + Cd3 (26)
com
Cd1 =
2.6
(
Re
5.0
)
1 +
(
Re
5.0
)1.52 (27)
Cd2 =
0.411
(
Re
263000.0
)−7.94
1 +
(
Re
263000.0
)−8.00 (28)
Cd3 =
0.25
(
Re
106
)
1 +
(
Re
106
) (29)
A planta de levitac¸a˜o magne´tica possui dinaˆmica na˜o-linear insta´vel e de resposta ra´pida
em malha aberta. A aplicac¸a˜o de te´cnicas de controle linear requer a linearizac¸a˜o do modelo
descrito pelas equac¸o˜es 18 e 19.
2.3 Linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o
Para aplicar te´cnicas de controle linear a um modelo na˜o-linear e´ comum o uso de duas
alternativas: a linearizac¸a˜o aproximada em torno de um ponto operacional ou a linearizac¸a˜o
exata pela realimentac¸a˜o do estado na˜o-linear.
Conforme Nise (2013), a linearizac¸a˜o em torno de um ponto operacional e´ feita para
pequenas variac¸o˜es do sinal de entrada em torno de um estado de equil´ıbrio. Em seguida,
e´ aplicada a transformada de Laplace com condic¸o˜es iniciais nulas a` equac¸a˜o diferencial
linearizada. Apo´s isso e´ poss´ıvel separar as varia´veis de entrada e sa´ıda de modo a obter a
func¸a˜o de transfereˆncia.
Seja o seguinte sistema descrito na forma canoˆnica de controlabilidade:
d~x
dt
= ~f(~x) + ~g(~x)u (30)
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y = h(~x) (31)
onde ~x e´ o vetor de estado do modelo na˜o-linear, as func¸o˜es ~f(~x), ~g(~x) e h(~x) sa˜o func¸o˜es
suaves e y e´ o sinal de sa´ıda da planta. Seborg (1997) lineariza o sistema em torno do ponto
~x0 atrave´s da linearizac¸a˜o Jacobiana. O modelo linearizado e´ apresentado nas equac¸o˜es
d~x
dt
=
[
∂~f(~x0)
∂~x
+
∂~g(~x0)
∂~x
u0
]
(~x− ~x0) + ~g(~x0) (32)
y − y0 = ∂h(~x0)
∂~x
(~x− ~x0) (33)
O me´todo descrito em Nise (2013) e em Seborg (1997) permite apenas a linearizac¸a˜o
local do modelo. Assim, a estrate´gia de controle pode apresentar desempenho insatisfato´rio
em outros pontos operacionais. Ale´m disso, ha´ processos altamente na˜o-lineares, que re-
querem a linearizac¸a˜o exata com base nos valores instantaˆneos dos estados e perturbac¸o˜es.
A linearizac¸a˜o pela realimentac¸a˜o do estado na˜o-linear e´ um destes me´todos e ele parte do
pressuposto de que todos as varia´veis de estado do sistema podem ser medidas ou estimadas.
Conforme Trumper et al. (1997), a linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o consiste em aproximar
algebricamente um sistema de dinaˆmica na˜o-linear em um sistema de dinaˆmica (totalmente
ou parcialmente) linear para que os me´todos de controle lineares possam ser aplicados. Seborg
(1997) descreve a linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o atrave´s de duas operac¸o˜es gene´ricas:
• Mudanc¸a na˜o-linear de coordenadas;
• Realimentac¸a˜o do estado na˜o-linear.
Jaroszyn´ski e Zietkiewicz (2016) empregaram uma te´cnica de linearizac¸a˜o por reali-
mentac¸a˜o baseada em me´todos diferenciais geome´tricos a fim de causar o desacoplamento
entre o sinal de entrada e o sinal de sa´ıda (acoplado a um sinal de entrada manipulado u).
Esta te´cnica pode ser aplicada se a dinaˆmica do sistema puder ser escrita na forma canoˆnica
de controlabilidade.
Na Figura 8 e´ poss´ıvel visualizar o esquema de linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o. Neste, a
func¸a˜o φ(~x, v) fornece a entrada manipulada u ao sistema, baseado no estado na˜o-linear ~x e
na entrada v. A func¸a˜o ~ψ(~x) estabelece um mapeamento entre o vetor de estado ~x do modelo
na˜o-linear e o vetor de estado ~z do modelo linearizado. No me´todo diferencial geome´trico,
ela e´ deduzida atrave´s da diferenciac¸a˜o sucessiva da func¸a˜o escalar h(~x) ate´ que seja obtida
uma expressa˜o que dependa explicitamente do sinal de entrada manipulado u.
Os me´todos diferenciais geome´tricos se dividem entre me´todos entrada-sa´ıda e me´todos
entrada-estado. Estes consistem em estabelecer uma relac¸a˜o linear e desacoplada entre o sinal
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Figura 8: Esquema de linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o (entrada-sa´ıda) (JAROSZYN´SKI; ZI-
ETKIEWICZ, 2016).
de entrada e o sinal de sa´ıda ou uma das varia´veis de estado do modelo, respectivamente.
Para a planta de levitac¸a˜o magne´tica os dois me´todos produzem o mesmo resultado, ja´ que
a posic¸a˜o da esfera x coincide com o estado mecaˆnico normalmente adotado para os modelos
na˜o-lineares.
Uma vez que este trabalho ira´ tratar do controle interconectado em cascata da planta
de levitac¸a˜o magne´tica, sera´ adotado um modelo de segunda ordem para a linearizac¸a˜o por
realimentac¸a˜o do estado na˜o-linear. Este e´ descrito como:
dx
dt
= c (34)
dc
dt
= g + u− fd + fe
m
(35)
onde u e´ a acelerac¸a˜o imposta a` esfera pela bobina e c e´ a velocidade da esfera. Como a forc¸a
magne´tica e´ apenas atrativa o sinal u e´ sempre menor ou igual a zero. O sistema e´ linear
em relac¸a˜o a` acelerac¸a˜o u, sendo a acelarac¸a˜o g e o termo (fd + fe)/m apenas perturbac¸o˜es.
Este modelo assume a corrente ele´trica i como sinal de controle da planta (TRUMPER et
al., 1997). O sinal de refereˆncia para a malha de controle auxiliar e´ dado por:
iref = x
√
−mu
k
(36)
A Figura 9 apresenta um diagrama de blocos do sistema linearizado por realimentac¸a˜o.
Esta representac¸a˜o e´ uma adaptac¸a˜o do modelo proposto por Trumper et al. (1997). A
relac¸a˜o entre as varia´veis u e x e´ de integrac¸a˜o dupla. Isto e´ mostrado na parte inferior da
figura atrave´s do modelo linearizado equivalente na forma de uma func¸a˜o de tranfereˆncia.
O desempenho de uma te´cnica de linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o do tipo entrada-sa´ıda
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Figura 9: Sistema linearizado por realimentac¸a˜o do estado na˜o-linear (Autor, 2018).
pode ser comprometido por dois fenoˆmenos principais: o problema de desacoplamento da
perturbac¸a˜o e a compensac¸a˜o na˜o-linear imperfeita. O primeiro dos dois fenoˆmenos pode
tornar imposs´ıvel a compensac¸a˜o na˜o-linear atrave´s de uma expressa˜o esta´tica dos estados
na˜o-lineares, como a Equac¸a˜o 36.
A Equac¸a˜o 36 e´ uma lei de controle por realimentac¸a˜o de estado esta´tico na˜o-linear.
Conforme Hanson e Seborg (1997), nem sempre e´ poss´ıvel linearizar o sistema com uma ex-
pressa˜o esta´tica e um modelo dinaˆmico e´ necessa´rio. Isto pode ocorrer quando o sistema esta´
sujeito a perturbac¸o˜es. O modelo utilizado inclui a acelerac¸a˜o gravitacional g, a acelerac¸a˜o
causada pela forc¸a de empuxo fe/m e a acelerac¸a˜o causada pela forc¸a de arrasto fd/m como
perturbac¸o˜es.
Hanson e Seborg (1997) apresentam o problema de desacoplamento da perturbac¸a˜o para
um sistema como uma u´nica fonte de perturbac¸a˜o (equac¸o˜es 37-38).
d~x
dt
= ~f(~x) + ~g(~x)u+~p(~x)d (37)
y = h(~x) (38)
Entretanto, o problema pode ser facilmente generalizado para mais de uma fonte de per-
turbac¸a˜o. De maneira formal, o problema consiste em encontrar (se poss´ıvel) uma func¸a˜o de
mapeamento e uma lei de controle por realimentac¸a˜o de estado esta´tico na˜o-linear, tal que:
• O mapeamento entre o sinal de entrada manipulado e o sinal de sa´ıda e´ linear;
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• O sinal de sa´ıda na˜o e´ afetado pela perturbac¸a˜o.
Para resolver o problema e´ u´til definir graus relativos r e ρ, associados aos sinais u e d.
Conforme Hanson e Seborg (1997), o grau relativo r, do sinal u, e´ dado pela dimensa˜o da
func¸a˜o vetorial ~g(~x). Ja´ a perturbac¸a˜o d possui grau relativo ρ no ponto ~x0 se:
• LpLkfh(~x) = 0 para todo ~x na vizinhanc¸a de ~x0 e para todo k < ρ− 1;
• LpLρ−1f h(~x0) 6= 0.
onde os termos Lp e Lf sa˜o operadores de derivadas de Lie. A condic¸a˜o ρ ≥ r e´ necessa´ria a`
soluc¸a˜o do problema de desacoplamento da perturbac¸a˜o. Se ρ < r, a perturbac¸a˜o d tem maior
peso sobre o sinal de sa´ıda do que o sinal manipulado u e o desacoplamento da perturbac¸a˜o
na˜o pode ser obtido com uma lei de controle por realimentac¸a˜o de estado esta´tico na˜o-linear.
Como sera´ mostrado na sec¸a˜o de Metodologia e Resultados, e´ poss´ıvel aplicar a te´cnica
de linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o baseada na Equac¸a˜o 36.
A compensac¸a˜o na˜o-linear imperfeita tambe´m afeta diretamente o desempenho do sistema
linearizado. Conforme Siciliano et al. (2009), a te´cnica e´ baseada no cancelamento perfeito
da dinaˆmica na˜o-linear. Logo, a implementac¸a˜o desta te´cnica requer o conhecimento preciso
dos paraˆmetros do sistema e que o conjunto de equac¸o˜es deste seja computado em tempo
real. Entretanto, as condic¸o˜es sa˜o dif´ıceis de serem obtidas na pra´tica.
Siciliano et al. (2009) lista, entre as causas da compensac¸a˜o na˜o-linear imperfeita, as
incertezas do modelo e a frequeˆncia de amostragem insuficiente do estado na˜o-linear. Entre
as incertezas podem existir incertezas estruturadas, como erros parame´tricos, e incertezas
na˜o-estruturadas, como dinaˆmicas na˜o modeladas. Ainda conforme o autor, a linearizac¸a˜o
por realimentac¸a˜o requer que os per´ıodos de amostragem sejam no ma´ximo da ordem de
milisegundos para que a aproximac¸a˜o no domı´nio do tempo cont´ınuo seja va´lida.
As incertezas do modelo na˜o sera˜o abordadas neste trabalho. Portanto, o u´nico fator ca-
paz de comprometer o desempenho da compensac¸a˜o na˜o-linear e´ a frequeˆncia de amostragem.
Trumper et al. (1997) tambe´m identificaram que o desempenho da compensac¸a˜o na˜o-linear
depende da frequeˆncia de amostragem e da posic¸a˜o da esfera. Para uma frequeˆncia de amos-
tragem finita a planta e´ insta´vel em malha aberta e a compensac¸a˜o na˜o-linear e´ imposs´ıvel no
intervalo entre duas amostragens adjacentes. Ale´m disso, o sistema se torna insta´vel quando
a esfera esta´ pro´xima o suficiente do eletro´ıma˜. O limiar varia de acordo com o tamanho do
intervalo entre as amostragens.
A necessidade por altas taxas de amostragem pode impor restric¸o˜es ao hardware e ao
software do sistema de controle. Segundo Siciliano et al. (2009), e´ comum que a linearizac¸a˜o
por realimentac¸a˜o seja empregada com o ca´lculo apenas dos termos dominantes da dinaˆmica
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do sistema. Nestes casos, sa˜o empregadas te´cnicas de controle para lidar com a compensac¸a˜o
imperfeita. As te´cnicas mais populares envolvem me´todos de controle robusto e de controle
adapatativo.
A planta de levitac¸a˜o magne´tica possui apenas um termo dominante em suas equac¸o˜es
(associado a forc¸a magne´tica) e outros termos tratados como perturbac¸o˜es. Assim, na˜o
sera˜o necessa´rias te´cnicas de controle adicionais para lidar com o problema da compensac¸a˜o
imperfeita.
2.4 Controladores discretos
Os controladores, ou compensadores, sa˜o usados para alterar o comportamente de um
sistema em malha fechada. Geralmente, sa˜o aplicados quando o sistema e´ insta´vel ou na˜o
possui caracter´ısticas de resposta transito´ria desejadas em malha aberta. Apesar do contro-
lador PID ser o mais utilizado na indu´stria, ele na˜o e´ a forma mais geral de um controlador de
segunda ordem. O controlador PID e´ um caso particular do compensador por atraso-avanc¸o
de fase.
O controle PID e´ obtido pela somato´ria das ac¸o˜es de controle proporcional, integral e
derivativa. Esta forma de controle permite o projeto do compensador de forma a satisfazer
diversos requisitos (em regime transiente e em regime permanente). De acordo com Ogata
(2014), isto e´ feito atrave´s da ac¸a˜o sobre o valor instantaˆneo do erro, sobre o erro em estado
estaciona´rio e sobre a tendeˆncia do erro. Estas ac¸o˜es sa˜o realizadas pelo controle proporcional,
pelo controle integral e pelo controle derivativo, respectivamente. A forma equacional do
controle PID, que relaciona o sinal de controle u(t) com o sinal de erro e(t) e´ a seguinte:
u(t) = Kp
(
e(t) + Td
de
dt
+
1
Ti
∫ t
0
e(τ)dτ
)
= Kpe(t) +Kd
de
dt
+Ki
∫ t
0
e(τ)dτ (39)
A func¸a˜o de transfereˆncia respectiva a` equac¸a˜o anterior pode ser obtida atrave´s da mani-
pulac¸a˜o alge´brica da transformada de Laplace desta. O resultado e´ exposto abaixo.
U(s)
E(s)
= Kp
(
1 + Tds+
1
Tis
)
(40)
Devido ao bom desempenho dos controles de tipos P, PI e PID em tempo cont´ınuo,
muitos me´todos foram desenvolvidos para transformar seus modelos em modelos amostrados
atrave´s de discretizac¸a˜o. Para per´ıodos de amostragem T0 pequenos, a Equac¸a˜o 39 pode ser
convertida em uma equac¸a˜o de diferenc¸as. Substituindo o termo derivativo por uma diferenc¸a
de primeira ordem e o termo integral por uma integrac¸a˜o retangular temos o modelo discreto
da Equac¸a˜o 41. Este e´ um algoritmo de controle na˜o-recursivo. E como o sinal de controle e´
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computado pata o instante n, este e´ um algoritmo de posic¸a˜o (ISERMANN, 1997).
u[n] = Kp
[
e[n] +
T0
Ti
e[n− 1] + e[n]
2
+
Td
T0
(e[n]− e[n− 1])
]
(41)
Entretanto, de acordo com Isermann (1997), algoritmos recursivos sa˜o mais adequados
para programac¸a˜o. Estes algoritmos calculam o termo corrente do sinal de controle u[n]
atrave´s de valores anteriores e termos de correc¸a˜o. Para obter um algoritmo recursivo, u[n−1]
deve ser subtra´ıdo da Equac¸a˜o 41. Isto resulta no seguinte algoritmo de velocidade:
u[n] = u[n− 1] + q0e[n] + q1e[n− 1] + q2e[n− 2] (42)
com
q0 = Kp
(
1 +
T0
2Ti
+
Td
T0
)
(43)
q1 = −Kp
(
1 + 2
Td
T0
− T0
2Ti
)
(44)
q2 = Kp
Td
T0
(45)
Para valores pequenos de T0, os paraˆmetros q0, q1 e q2 podem ser calculados atrave´s dos
ganhos do controle PID analo´gico. Entretanto, para valores grandes de T0 essa aproximac¸a˜o
na˜o e´ mais va´lida, devido ao termo derivativo (ISERMANN, 1997).
Quando o modelo discretizado proposto pela Equac¸a˜o 42 na˜o obte´m bom desempenho e´
necessa´rio utilizar outros me´todos no projeto de controle digital. Normalmente sa˜o adotadas
duas alternativas distintas: a otimizac¸a˜o parame´trica e a transformada Z da func¸a˜o de
transfereˆncia na Equac¸a˜o 40. A primeira alternativa pode ser executada atrave´s de me´todos
anal´ıticos ou nume´ricos. Nise (2013), propo˜e o projeto de estabilidade via lugar geome´trico
das ra´ızes. Para sistemas discretos, o lugar das ra´ızes e´ trac¸ado dentro do limite compreendido
pelo c´ırculo unita´rio da origem ao inve´s do semiplano esquerdo.
A otimizac¸a˜o parame´trica tambe´m pode ser realizada atrave´s da alocac¸a˜o dos polos em
malha fechada e atrave´s de me´todos nume´ricos. O projeto de estabilidade pela alocac¸a˜o dos
polos e´ poss´ıvel, sem crite´rios de estabilidade adicionais, para modelos de baixa ordem. Ja´
a otimizac¸a˜o parame´tica nume´rica pode ser aplicada a qualquer modelo, independente da
ordem. Ela requer apenas a minimizac¸a˜o de um valor caracter´ıstico simples que quantifique
o desempenho do sistema. Normalmente sa˜o aplicadas func¸o˜es quadra´ticas (ISERMANN,
1997).
O projeto do controle digital atrave´s da transformada Z da func¸a˜o de transfereˆncia do
controlador PID requer uma alterac¸a˜o na ac¸a˜o de controle derivativa. Isermann (1997) de-
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monstra que a aproximac¸a˜o de Tustin para a Equac¸a˜o 40 resulta em um modelo amostrado
de segunda ordem com um dos polos em z = -1.0 rad/s. Um polo alocado nesta posic¸a˜o no
plano z faz com que a varia´vel manipulada oscile com amplitude constante. Para evitar isso,
o termo derivativo deve ser substitu´ıdo pelo seguinte termo de primeira ordem:
sTd
1 + sT1
Esta modificac¸a˜o na ac¸a˜o derivativa resulta em uma ac¸a˜o derivativa atrasada. Ogata (2014)
afirma que em um controlador PID real o termo derivativo e´ atrasado. Normalmente a
constante de tempo da ac¸a˜o derivativa e´ da ordem de um de´cimo do per´ıodo derivativo
(T1 = 0.1Td). Assim, quando o valor de refereˆncia sofre um incremento em degrau, a varia´vel
manipulada na˜o e´ uma func¸a˜o impulso, e sim uma func¸a˜o pulso estreito. Este fenoˆmeno e´
conhecido como salto no valor de refereˆncia (OGATA, 2014).
A func¸a˜o de transfereˆncia de um controlador PID com ac¸a˜o derivativa atrasada e´ apre-
sentada na Equac¸a˜o 46.
Gc(s) = Kp
(
1 +
1
sTi
+
sTd
1 + sT1
)
(46)
A transformada Z deste modelo com retentor de ordem zero e´ deduzida a seguir.
Gc(z) =
z − 1
z
Z
{
Gc(s)
s
}
= Kp
z − 1
z
Z
{
1
s
+
1
s2Ti
+
Td
1 + sT1
}
= Kp
(
1 +
T0
T1
1
z − 1 +
Td
T1
z − 1
z − γ
)
= Kp
(
1 +
T0
T1
z−1
1− z−1 +
Td
T1
1− z−1
1− γz−1
)
=
q0 + q1z
−1 + q2z−2
1 + p1z−1 + p2z−2
(47)
com
q0 = Kp
(
1 +
Td
T1
)
(48)
q1 = −Kp
(
1− γ + 2Td
T1
− T0
Ti
)
(49)
q2 = Kp
[
Td
T1
+ γ
(
T0
Ti
− 1
)]
(50)
p1 = γ − 1 (51)
p2 = −γ (52)
γ = −e−T0/Ti (53)
37
Neste trabalho o ro´tulo Gc(z) sempre sera´ usado para descrever o modelo linear Gc(s) amos-
trado com elemento retentor. Na˜o sera˜o considerados retentores de ordens maiores.
2.4.1 Amostragem e retenc¸a˜o
Controladores digitais amostrados normalmente tem desempenho inferior aos controla-
dores analo´gicos. Em parte, isto e´ causado pela perda de informac¸a˜o entre as amostragens.
Assim, a frequeˆncia de amostragem f0 e´ um paraˆmetro cr´ıtico no projeto de controladores
digitais. Entre os principais fatores, listados por Isermann (1997), que influem na escolha do
frequeˆncia de amostragem esta˜o:
• O desempenho de controle desejado;
• A dinaˆmica do processo;
• O espectro dos sinais de perturbac¸a˜o;
• O custo computacional.
Para melhorar o desempenho de controle a frequeˆncia de amostragem deve ser ta˜o alta
quanto for poss´ıvel. Entretanto, nem sempre e´ poss´ıvel amostrar as varia´veis de estado ta˜o
ra´pido quanto se deseja. O desempenho cresce na mesma proporc¸a˜o que o custo computaci-
onal.
A dinaˆmica do processo exerce um papel dominante na escolha da frequeˆncia de amos-
tragem. De acordo com Shannon (1949), se uma func¸a˜o x(t) na˜o conte´m frequeˆncias maiores
do que fb, ela pode ser completamente determinada pela amostragem de x(t) com frequeˆncia
f0 = 2fb. Este e´ o enunciado do teorema de Shannon. A frequeˆncia 2fb e´ conhecida como
frequeˆncia de Nyquist.
Quando um sinal na˜o conte´m componentes com frequeˆncia maior que fb, e´ dito que ele
e´ limitado por largura de banda. A frequeˆncia fb de um processo passa-baixas e´ coincidente
com a largura de banda do sinal. Entretanto, quando um sinal conte´m componentes cuja
periodicidade pode ser acomodada entre duas amostragens consecutivas ocorre um fenoˆmeno
chamado aliasing. A sobreposic¸a˜o destas componentes de alta frequeˆncia prejudica as amos-
tras.
A amostragem em processos limitados por largura de banda tambe´m pode ser prejudi-
cada por aliasing, devido a perturbac¸o˜es externas. Isermann (1997) classifica o espectro das
perturbac¸o˜es, para sistemas em malha fechada, em treˆs bandas:
• Baixas frequeˆncias: as perturbac¸o˜es sa˜o atenuadas;
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• Me´dias frequeˆncias: as perturbac¸o˜es sa˜o amplificadas;
• Altas frequeˆncias: as perturbac¸o˜es na˜o sa˜o afetadas pela malha de controle.
Para replicar as condic¸o˜es do teorema de Shannon e´ necessa´rio utilizar te´cnicas anti-
aliasing. Na Figura 10 o fenoˆmeno de aliasing e´ exemplificado pela taxa de amostragem
insuficiente. O espectro de um sinal amostrado com te´cnica anti-aliasing ideal tambe´m e´
mostrado. Entretanto, te´cnicas anti-aliasing reais permitem que o fenoˆmeno ocorra em menor
grau, sujeito a atenuac¸a˜o.
Figura 10: a) Ocorreˆncia de aliasing para sinais amostrados com taxa insuficiente; b) Espectro
de sinal amostrado com te´cnica anti-aliasing (PHARR; HUMPHREYS, 2010).
Conforme Pharr e Humphreys (2010), as treˆs te´cnicas anti-aliasing mais comuns sa˜o a
amostragem na˜o-uniforme, a amostragem adaptativa e a pre´-filtragem. A primeira te´cnica e´
bastante utilizada na amostragem de imagens. O sinal amostrado x∗(t) e´ dado por:
x∗(t) =
∞∑
n=−∞
x
(
t− nT − 1
2
+ ξ
)
(54)
onde ξ e´ um nu´mero aleato´rio entre 0 e 1. A amostragem na˜o-uniforme tende a tornar os
efeitos do aliasing em ru´ıdo regular. Pore´m, assim como a amostragem uniforme, esta na˜o
produz bons resultados quando a frequeˆncia f0 e´ insuficiente.
A amostragem adaptativa, tambe´m conhecida como sobreamostragem adaptativa, lida
com o aliasing atrave´s da identificac¸a˜o de regio˜es no sinal onde o conteu´do espectral extrapola
o limite de Nyquist. Nesta condic¸a˜o, amostragens adicionais sa˜o feitas. Esta proposta incorre
na inconvenieˆncia do custo computacional elevado.
Neste trabalho sera´ utilizada a te´cnica de pre´-filtragem. Nesta, o sinal a ser amostrado
e´ convolucionado com a func¸a˜o de um filtro cuja largura de banda e´ selecionada a fim de
remover o conteu´do espectral acima do limite de Nyquist (PHARR; HUMPHREYS, 2010).
A operac¸a˜o inversa da amostragem e´ a reconstruc¸a˜o do sinal x(t). A reconstruc¸a˜o apro-
ximada pode ser feita atrave´s de elementos retentores. Elementos retentores de ordens mais
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elevadas so´ podem ser aplicados com altas frequeˆncias de amostragem. Isto sinaliza uma
vantagem do elemento retentor de ordem zero, que sera´ utilizado neste trabalho.
O retentor de ordem zero fornece uma aproximac¸a˜o em escada do sinal x(t), mantendo o
valor da amostra contante no intervalo nT0 < t < (n+ 1)T0. Em outras palavras, o elemento
retentor se comporta como um circuito integrador entre duas amostragens (NISE, 2013).
A func¸a˜o de transfereˆncia do elemento retentor e´ dada a seguir:
HZOH(s) =
1− e−sT0
s
(55)
De acordo com Isermann (1997), a resposta em frequeˆncia do modelo HZOH(s) e´ aproxima-
damente a de um filtro passa-baixas com constante de tempo T0. No projeto do sistema de
controle o efeito do elemento retentor deve ser considerado. Como sera´ mostrado na sec¸a˜o de
Metodologia e resultados, o controle digital sera´ projetado atrave´s da discretizac¸a˜o de con-
troladores analo´gicos. A expresso˜es apresentadas para o ca´lculo dos ganhos de controladores
discretizados nas equac¸o˜es 43-45 e 48-53 ja´ incluem este efeito. A primeira indiretamente, de-
vido a sua forma recursiva, e a segunda diretamente, atrave´s da inclusa˜o do modelo HZOH(s)
na transformada z da func¸a˜o de transfereˆncia do controlador PID com ac¸a˜o derivativa atra-
sada.
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3 Metodologias e Resultados
Esta sec¸a˜o compreendera´ o ajuste dos controladores digitais e a simulac¸a˜o dos sistemas
para validar seu desempenho. As simulac¸o˜es sera˜o realizadas nos softwares matema´ticos
Octave e Scilab, e as equac¸o˜es diferenciais que compo˜em o modelo sera˜o resolvidas numeri-
camente, atrave´s do me´todo de Euler.
Nas simulac¸o˜es expostas neste trabalho, o passo iterativo utilizado foi T = 10,0 µs. Este
valor e´ no mı´nimo duas ordens de magnitude menor que qualquer constante de tempo exis-
tente no sistema.
Todas as simulac¸o˜es sera˜o realizadas com condic¸o˜es iniciais nulas, com excec¸a˜o da posic¸a˜o
da esfera. Outros me´todos empregados para avaliar as varia´veis de processo sera˜o citados no
decorrer da sec¸a˜o.
3.1 Modelo da planta
Na sec¸a˜o anterior foram obtidos modelos capazes de descrever as forc¸as mecaˆnicas e ele-
tromagne´ticas atuando sobre a planta. E´ conveninente reescrever a expressa˜o para indutaˆncia
em termos da constante de forc¸a magne´tica k. Esta se relaciona com a indutaˆncia L0 e o
deslocamento x0, em que a indutaˆncia L(x) e´ igual a L1 +L0 por k = L0x0/2. Assim, temos:
L(x) = L1 +
2k
x
(56)
E´ poss´ıvel, enta˜o, descrever a planta de levitac¸a˜o magne´tica atrave´s do seguinte modelo de
terceira ordem, por meio das equac¸o˜es 18, 19 e 24.
dx
dt
= c (57)
dc
dt
= g − k
m
(
i
x
)2
− ρCdA
2m
c3
|c| −
ρgpiD3
6m
(58)
di
dt
=
1
L(x)
(
v −Ri+ 2k ic
x2
)
(59)
O termo da forc¸a de arrasto fd = ρCdAc
2/2 foi multiplicado por c/|c| na Equac¸a˜o 58 para
corrigir o sentido da forc¸a, que e´ sempre oposta ao movimento da esfera.
O conjunto de valores na Tabela 1 sera´ utilizado durante os projetos dos controladores e da
simulac¸a˜o do modelo em malha fechada. Estes valores foram deduzidos atrave´s do ca´lculo da
corrente no eletro´ıma˜, da energia armazenada no campo de acoplamento e da forc¸a magne´tica
sobre a esfera em equil´ıbrio mecaˆnico. Os mesmos foram julgados consistentes, considerando
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a comparac¸a˜o de suas magnitudes com as magnitudes de grandezas ana´logas apresentadas
na literatura (JAROSZYN´SKY; ZIETKIEWICZ, 2016).
Tabela 1: Valores parame´tricos do modelo.
Paraˆmetro S´ımbolo Magnitude Unidades
Resisteˆncia equivalente do eletro´ıma˜ R 5,0×10−1 Ω
Indutaˆncia equivalente do eletro´ıma˜ L1 6,0725×10−2 H
Constante de forc¸a magne´tica k 1,5236×10−6 N·m2/A2
Massa da esfera m 1,0448×10−3 kg
Diaˆmetro da esfera D 6,340×10−3 m
Acelerac¸a˜o gravitacional g 9,810 m/s2
Densidade do ar ρ 1,2928 kg/m3
Viscosidade esta´tica do ar η 1,720×10−5 N·s/m2
Um estado de equil´ıbrio
[
xe ce ie
]t
ocorre quando os termos diferenciais nas equac¸o˜es
57-59 se anulam. Desta forma, a velocidade de equil´ıbrio ce e´ sempre nula e a corrente de
equil´ıbrio ie e´ proporcional a posic¸a˜o de equil´ıbrio xe, conforme a Equac¸a˜o 60,
ie = xe
√
1
k
(mg − fe) (60)
onde fe e´ a forc¸a de empuxo. A soluc¸a˜o de equil´ıbrio da Equac¸a˜o 59 permite deduzir uma
expressa˜o para a tensa˜o de equil´ıbrio ve. Esta sera´ proporcional a corrente de equil´ıbrio, tal
que ve = Rie.
Como neste trabalho se pretende realizar o controle de posic¸a˜o da esfera, os resultados
sera˜o expostos em termos do estado ele´trico i e do estado mecaˆnico x. Nos trabalhos citados
nas sec¸o˜es de Introduc¸a˜o e de Modelagem da Suspensa˜o Eletromagne´tica foi constatado que
o estado ele´trico i possui relac¸a˜o aproximadamente linear com o sinal de controle v, sendo a
variac¸a˜o de L(x) pequena em todos os casos. Assim, a FEM ea sera´ considerada um sinal de
perturbac¸a˜o.
A forc¸a de arrasto fd tambe´m sera´ considerada um sinal de perturbac¸a˜o. Supo˜e-se que sua
magnitude e´ bastante pequena, comparada aos demais sinais de forc¸a envolvidos no processo.
Na revisa˜o da literatura foi observado que este termo sempre foi descartado durante o projeto
do controlador. Entretanto, neste trabalho, sera´ feita uma ana´lise do mesmo para avaliar a
sua influeˆncia sobre o desempenho da linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o e do sistema de controle
digital.
A soluc¸a˜o de equil´ıbrio tambe´m permite identificar que as perturbac¸o˜es causadas pela
FEM ea e pela forc¸a de arrasto fd so´ sa˜o presentes em regime transiente ou quando o sistema
segue um perfil de refereˆncia com velocidade na˜o nula.
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A relac¸a˜o entre o estado ele´trico i e o estado mecaˆnico x e´ extremamente na˜o-linear e
insta´vel. O comportamento da planta pode ser observado atrave´s da simulac¸a˜o do modelo
na˜o-linear em malha aberta na Figura 11. O deslocamento da esfera e´ limitado inferiormente
por x ≥ D/2, que e´ a distaˆncia mı´nima entre a superf´ıcie da face do eletro´ıma˜ e o centro de
massa da esfera.
Figura 11: Simulac¸a˜o do modelo em malha aberta (x ≥ D/2) (Autor, 2018).
3.2 Sistema de controle
Para projetar o sistema de controle, o processo de suspensa˜o da esfera sera´ dividido em
dois subprocessos: um auxiliar e um principal. No subprocesso auxiliar a varia´vel de processo
e´ a corrente ele´trica i. Ja´ no subprocesso principal, a varia´vel de processo e´ a posic¸a˜o da
esfera x.
Na malha de controle principal, as perturbac¸o˜es sa˜o causadas pelo peso da esfera, pela
forc¸a de empuxo e pela forc¸a de arrasto fd causada pelo escoamento sobre a superf´ıcie da
esfera. O sinal de controle, ou varia´vel manipulada, e´ a acelerac¸a˜o u, causada pela forc¸a
magne´tica. Entre o subprocesso principal e o subprocesso auxiliar ha´ um esta´gio de line-
arizac¸a˜o por realimentac¸a˜o do estado na˜o-linear. Este esta´gio atua como um compensador
na˜o-linear, fornecendo o sinal de refereˆncia iref para o subprocesso auxiliar.
No subprocesso auxiliar, a perturbac¸a˜o e´ causada pela forc¸a eletromotriz ea, induzida no
circuito ele´trico do eletro´ıma˜ pelo campo magne´tico de acoplamento. O sinal de controle e´ a
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tensa˜o v. Nas simulac¸o˜es, esta sera´ saturada entre -50.0 e 50.0 V, para evitar seu crescimento
excessivo devido a ac¸a˜o de controle integral.
Entre os sinais de perturbac¸a˜o, o peso da esfera e a forc¸a de empuxo sa˜o constantes.
Logo, na˜o interferem no conteu´do espectral das varia´veis de estado. Isto e´ causado apenas
pela forc¸a de arrasto fd e pela forc¸a eletromotriz ea.
O sistema de controle interconectado em cascata e´ apresentado na forma de diagrama de
blocos nas figuras 12 e 13.
Figura 12: Sistema de controle auxiliar (Autor, 2018).
Figura 13: Sistema de controle principal (Autor, 2018).
3.2.1 Sistema de controle auxiliar
Na planta de levitac¸a˜o magne´tica o controle auxiliar tem por objetivo estabilizar rapi-
damente o estado ele´trico i para que a suspensa˜o se comporte como um modelo de segunda
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ordem. Conforme Isermann (1997), o projeto do controle em cascata depende significati-
vamente do ponto onde as perturbac¸o˜es sa˜o inseridas no processo. Logo, cada sistema de
controle em cascata deve ser tratado individualmente.
Deseja-se projetar os sistemas de controle auxiliar e principal independentemente. Um
modo de fazer isso e´ projetar o controlador auxiliar para que os polos do processo auxiliar
tenham efeito desprez´ıvel no processo principal. De acordo com Nise (2013), o decaimento
exponencial de um modo caracter´ıstico pode ser considerado desprez´ıvel apo´s cinco constantes
de tempo do sistema. Logo, os polos do processo auxiliar devem estar alocados bem mais
distantes do eixo imagina´rio do que os polos do processo principal.
A relac¸a˜o entre o sinal de controle v e o estado ele´trico i e´ descrita pela Equac¸a˜o 59.
Para projetar um controlador linear e´ necessa´rio separar algebricamente as transformadas
de Laplace das varia´veis de entrada e sa´ıda de modo a obter uma func¸a˜o de transfereˆncia.
Entretanto, a Equac¸a˜o 59 e´ na˜o-linear e variante no tempo.
Em virtude do comportanto aproximadamente linear da corrente i(t) na Figura 11, o
controlador linear sera´ projetado com base na linearizac¸a˜o do modelo em um estado de
equil´ıbrio. Para tanto, o lado direito da Equac¸a˜o 59 sera´ tratado como uma func¸a˜o de estado
fi(v, i, x, c). Esta func¸a˜o pode ser aproximada pelos primeiros termos de sua expansa˜o em
se´rie de Taylor, como e´ mostrado a seguir:
fi(v, i, x, c) ≈ fi(ve, ie, xe, ce) +
(
∂fi
∂v
)
(ie,xe,ce)
(v − ve) +
(
∂fi
∂i
)
(ie,xe,ce)
(i− ie)
+
(
∂fi
∂x
)
(ie,xe,ce)
(x− xe) +
(
∂fi
∂c
)
(ie,xe,ce)
(c− ce) (61)
com
∂fi
∂v
=
1
L(x)
(62)
∂fi
∂i
= − R
L(x)
(63)
∂fi
∂x
=
2k
x2L2(x)
(
v −Ri+ 2k ic
x2
)
− 4k
L(x)
ic
x3
(64)
∂fi
∂c
=
2k
L(x)
i
x2
(65)
E´ conveniente reescrever as equac¸o˜es como um modelo de pequenos sinais para lineariza´-
lo. Sejam os novos estados e sinal de controle, respectivamente:
δx = x− xe (66)
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δc = c− ce (67)
δi = i− ie (68)
δv = v − ve (69)
Uma vez que a velocidade de equil´ıbrio e´ nula, os estados δc e c sa˜o ideˆnticos. O modelo
linearizado do sistema e´ apresentado na Equac¸a˜o 70. O termo proporcional a δx se anula,
uma vez que ve = Rie e ce = 0.
dδi
dt
=
1
L(xe)
δv − R
L(xe)
δi+
2
√
mgk
xeL(xe)
c (70)
Aplicando a transformada de Laplace a` Equac¸a˜o 70 e rearranjando os termos obtemos
o modelo do sistema no domı´nio da frequeˆncia (Equac¸a˜o 71). A func¸a˜o de transfereˆncia
Gvi(s) modela o processo e a func¸a˜o de transfereˆncia Gxi(s) modela a perturbac¸a˜o causada
pela forc¸a eletromotriz ea. Na Equac¸a˜o 71 a transformada de Laplace da velocidade C(s) foi
igualada a sX(s).
∆I(s) =
1
sL(xe) +R
∆V (s) +
s2
√
mgk
sxeL(xe) + xeR
X(s) = Gvi(s)∆V (s) +Gxi(s)X(s) (71)
Embora o modelo linearizado tenha sido obtido, ainda e´ necessa´rio selecionar o estado de
equil´ıbrio xe que sera´ utilizado no projeto do controlador. A Equac¸a˜o 71 varia parametrica-
mente com xe. O grau com que a variac¸a˜o de xe afeta as func¸o˜es de transfereˆncia do sistema
e´ chamado de sensibilidade. O efeito da variac¸a˜o de um paraˆmetro e´ ta˜o indeseja´vel quanto
a sensibilidade do sistema a estes paraˆmetro e´ maior (NISE, 2013).
Nise (2013) define formalmente a sensibilidade como a raza˜o entre a variac¸a˜o relativa
de uma func¸a˜o F e a variac¸a˜o relativa de um paraˆmetro P quando a variac¸a˜o relativa do
paraˆmetro tende a zero. Ou seja:
SF :P =
P
F
∂F
∂P
(72)
A sensibilidade da transformada de Laplace do estado ele´trico ∆I(s) ao paraˆmetro xe e´
dada a seguir:
S∆I:xe =
xe
∆I
∂∆I
∂xe
=
1
sL(xe) +R
2ks∆V (s)− 2√mgks(sL1 +R)X(s)
xe∆V (s) + 2
√
mgksX(s)
(73)
Na Equac¸a˜o 73 e´ poss´ıvel observar que quanto maior xe menor a sensibilidade do estado
ele´trico ao paraˆmetro. Logo, a sensibilidade e´ cr´ıtica para xe = D/2. A linearizac¸a˜o do
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modelo neste ponto e´ dada a seguir.
∆I(s) =
16, 211
s+ 8, 1055
∆V (s) +
1, 2781s
s+ 8, 1055
X(s) (74)
Nas figuras 14 e 15 sa˜o apresentados os diagramas de Bode das func¸o˜es de transfereˆncia
Gvi(s) e Gxi(s), respectivamente. Os modelos se comportam como um filtro passa-baixas com
frequeˆncia de corte de 1,287 Hz e um filtro passa-altas com frequeˆncia de corte de 1,293 Hz.
Os ganhos em suas bandas de passagem sa˜o, respectivamente, 6,021 dB e 2,131 dB. Neste
trabalho, a frequeˆncia de corte sera´ considerada aquela para a qual a atenuac¸a˜o do sinal e´ de
3,0 dB.
Figura 14: Diagrama de Bode da func¸a˜o de transfereˆncia Gvi(s) (Autor, 2018).
Devido a` perturbac¸a˜o, o sinal i(t) na˜o tem banda limitada. Pharr e Humphreys (2010)
citam que a amostragem de sinais na˜o limitados por banda ou com amostragem com taxa
insuficiente para o conteu´do espectral do sinal, reconstroem uma func¸a˜o que na˜o e´ igual ao
sinal original. O resultado da simulac¸a˜o do subsistema ele´trico em malha aberta e´ apresentada
na Figura 16. O estado mecaˆnico x foi simulado como um sinal estoca´stico gaussiano de me´dia
D e amplitude D/2 para gerar componentes distribu´ıdas na totalidade do espectro do sinal.
A tensa˜o v foi aplicada na forma de um degrau unita´rio. Na parte superior da Figura 16
e´ apresentada a FEM ea. E na parte inferior da figura e´ apresentada a corrente ele´trica na
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Figura 15: Diagrama de Bode da func¸a˜o de transfereˆncia Gxi(s) (Autor, 2018).
bobina i.
Figura 16: Simulac¸a˜o do subsistema ele´trico em malha aberta (Autor, 2018).
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A FEM ea e´ uma func¸a˜o na˜o homgeˆnea das varia´veis de estado. Assim, quanto maior a
amplitude de i, maior sera´ a perturbac¸a˜o causada pelo modo eletromecaˆnico. O conteu´do
espectral do sinal i(t) menos seu valor me´dio foi obtido atrave´s da transformada de Fourier
e e´ mostrado na Figura 17. A ana´lise foi realizada em regime permanente para que apenas
o conteu´do espectral referente a perturbac¸a˜o, e na˜o ao regime transiente, fosse mostrado. A
perturbac¸a˜o possui componentes em todas as faixas de frequeˆncia sendo as componentes de
maior amplitude abaixo de 300 Hz.
Figura 17: Conteu´do espectral da corrente em malha aberta (Autor, 2018).
Como as condic¸o˜es propostas pelo teorema de Shannon na˜o se verificam, e´ necessa´rio
empregar uma te´cnica anti-aliasing. A te´cnica adotada sera´ a amostragem uniforme com
pre´-filtragem. A func¸a˜o de transfereˆncia do filtro passa-baixas e´:
Hf (s) =
1
τfs+ 1
(75)
A constante de tempo τf do filtro deve ser igual a 1/ωb, onde ωb e´ a largura de banda do
sistema em malha fechada.
A largura de banda esta´ relacionada com o tempo de acomodac¸a˜o do sistema. Quanto
maior a largura de banda ωb menor o tempo de acomodac¸a˜o. Conforme Trumper et al.
(1997), o sistema de controle auxiliar deve ter alta largura de banda.
Em um sistema de segunda ordem, a equac¸a˜o caracter´ıstica pode ser escrita como uma
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func¸a˜o da frequeˆncia natural ωn e da raza˜o de amortecimento ζ, dada pela equac¸a˜o:
Q(s) = s2 + 2ζωns+ ω
2
n (76)
O paraˆmetro ζ e´ a raza˜o entre o decaimento exponencial dos modos caracter´ısticos da planta
e a frequeˆncia natural desta. O produto ζωn e´ proporcional a` magnitude da parte real do
po´lo. Assim, e´ poss´ıvel estimar o tempo de acomodac¸a˜o de um estado atrave´s do produto
ζω. Nise (2013) propo˜e que o tempo de acomodac¸a˜o ta e´ aproximadamente igual a quatro
constantes de tempo (ta = 4/ζωn).
A planta G(s) = Gvi(s)Hf (s) e´ internamente esta´vel e de segunda ordem. Controla-
dores digitais de segunda ordem sa˜o capazes de emular o comportamento de controladores
analo´gicos PID. Entretanto, na˜o e´ poss´ıvel projetar um controlador digital de segunda or-
dem atrave´s da alocac¸a˜o de polos para a transformada Z da planta G(s). Se um processo
possui ordem nm e atraso de resposta da ordem de nd per´ıodos de amostragem, so´ e´ poss´ıvel
projetar um controlador digital de segunda ordem se a condic¸a˜o nm = 1 − nd for satisfeita
(ISERMANN, 1997). Este na˜o e´ o caso do modelo G(s). Portanto, o controlador digital sera´
obtido atrave´s da discretizac¸a˜o de um controlador PID analo´gico.
O controle PID insere um polo a mais no sistema, de modo que este se torna de terceira
ordem. Entretanto, e´ poss´ıvel projetar este sistema para que a componente de um dos
polos no sinal de sa´ıda seja desprez´ıvel. Adotando o crite´rio das cinco constantes de tempo
(NISE, 2013), sera˜o alocados dois polos complexos s1,2 = −ζωn± jωn
√
1− ζ2 e um polo real
s3 = −5ζωn. Isto resulta na seguinte equac¸a˜o caracter´ıstica em malha fechada:
Q(s) = (s+ 5ζωn)(s+ ζωn − jωn
√
1− ζ2)(s+ ζωn + jωn
√
1− ζ2)
= s3 + 7ζωns
2 + (1 + 10ζ2)ω2ns+ 5ζω
3
n (77)
Como requisitos de projeto, sera˜o utilizados o tempo de acomodac¸a˜o ta = 10,0 ms e
frequeˆncia de corte fb = ωb/2pi igual a 100,0 Hz. Estes requisitos sa˜o satisfeitos por ζ =
0,62781 e ωn = 637,14 rad/s para um sistema de segunda ordem com equac¸a˜o caracter´ıstica
dada pela Equac¸a˜o 76. A largura de banda do filtro Hf (s) deve ser igual a largura de banda
do sistema em malha fechada. Portanto τf deve ser 1,5915×10−3 s. A equac¸a˜o caracter´ıstica
em malha fechada da planta G(s) com o controlador PID proposto na Equac¸a˜o 39 e´ dada a
seguir.
Q(s) = s3 +
L(xe) + τfR +KpTd
τfL(xe)
s2 +
R +Kp
τfL(xe)
s+
Kp
τfTiL(xe)
(78)
Igualando a Equac¸a˜o 78 a` Equac¸a˜o 77, o projeto do controlador fornece o ganho Kp = 196,43,
o tempo integral Ti = 2,4644×10−3 s e o tempo derivativo Td = 1,0813×10−3 s.
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O limite de Nyquist para a frequeˆncia de amostragem f0 do sistema auxiliar e´ 200,0 Hz.
Nas figuras 18-20 sa˜o mostrado os resultados das simulac¸o˜es do sistema em malha fechada com
frequeˆncias de amostragem de 1,0, 2,0 e 4,0 kHz. Conforme Isermann (1997), normalmente a
frequeˆncia de amostragem e´ utilizada como sendo uma ordem superior ao limite de Nyquist.
Ale´m disso, Siciliano et al. (2009) e Trumper et al. (1997) citam que a linearizac¸a˜o por
realimentac¸a˜o necessita de per´ıodos de amostragem na ordem de milissegundos para forncecer
bons resultados.
O controlador PID analo´gico foi discretizado de treˆs maneiras diferentes. A Discretizac¸a˜o
1 partiu da aproximac¸a˜o do controlador analo´gico pela Equac¸a˜o 41, resultando em um algo-
ritmo de controle na˜o-recursivo. As discretizac¸o˜es 2 e 3 foram realizadas atrave´s do ca´lculo
dos ganhos do controlador digital pelas equac¸o˜es 43-45 e 48-53, respectivamente. Ambas
fornecem algoritmos de controle recursivos.
Enquanto a Discretizac¸a˜o 2 aproxima o termo derivativo por uma diferenc¸a de primeira
ordem e o termo integral por uma integrac¸a˜o retangular, a Discretizac¸a˜o 3 e´ dada pela trans-
formada Z do controlador analo´gico com termo derivativo atrasado. Quando a frequeˆncia de
amostragem e´ baixa a discretizac¸a˜o deve ser feita pelo segundo me´todo. Entretanto, este na˜o
e´ o caso nesse trabalho. Logo, o desempenho de controle ira´ desempenhar um papel mais
fundamental na ana´lise dos resultados.
As figuras 18-20 apresentam a corrente na bobina i e a corrente filtrada if para cada uma
das frequeˆncias de amostragem (especificadas nos t´ıtulos). O deslocamento x foi simulado da
mesma maneira que na simulac¸a˜o em malha aberta e o sinal de refereˆncia iref foi um degrau
unita´rio para todas as simulac¸o˜es.
E´ poss´ıvel observar que apenas os algoritmos de controle 1 e 2 convergiram para o
equil´ıbrio esta´vel. Com frequeˆncia de amostragem f0 = 1,0 kHz, todos os sistemas de controle
apresentaram oscilac¸a˜o em torno do valor de refereˆncia. Entretanto, o algoritmo derivado
da Discretizac¸a˜o 3 tornou o sistema insta´vel para f0 = 2,0 e 4,0 kHz. Um motivo plaus´ıvel
para a instabilidade e´ levantado por Isermann (1997). Segundo este, sistemas de ordem
elevada amostrados a` altas frequeˆncias resultam em plantas de transfereˆncia discretas com
zeros insta´veis. Entretanto, avaliar esta hipo´tese e´ bastante trabalhoso, ja´ que o sistema e´ de
quarta ordem (devido ao polo do controlador e ao polo do elemento retentor).
O algoritmo de controle 1 apresentou erro em estado estaciona´rio para f0 = 2,0 e 4,0 kHz.
Apenas o algoritmo de controle 2 foi capaz de realizar o seguimento de refereˆncia. Na˜o foi
poss´ıvel relacionar o desempenho inferior do algoritmo 1 com algum fenoˆmeno descrito na
literatura ou com alguma hipo´tese adicional.
Os desempenhos das diferentes discretizac¸o˜es do controlador analo´gico podem ser com-
parados atrave´s de uma me´trica do sinal de erro ei(t) = iref (t) − i(t). Lathi (2007) propo˜e
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Figura 18: Sistema de controle auxiliar - Discretizac¸a˜o 1 (Autor, 2018).
Figura 19: Sistema de controle auxiliar - Discretizac¸a˜o 2 (Autor, 2018).
me´tricas denominadas energia e poteˆncia do sinal. Estas levam em conta a amplitude e a
durac¸a˜o deste. A energia do sinal pode ser definida como a a´rea abaixo do quadrado de seu
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Figura 20: Sistema de controle auxiliar - Discretizac¸a˜o 3 (Autor, 2018).
perfil. Para o sinal de erro ei(t), temos:
Eei =
∫ +∞
−∞
e2i (t)dt (79)
A energia do sinal deve ser finita para ser uma medida signifitiva. E´ necessa´rio que a ampli-
tude se anule quando t→∞ para que a energia do sinal Eei seja finita. Este na˜o e´ o caso do
sinal ei(t), devido a perturbac¸a˜o causada pelo modo eletromecaˆnico. Quando a energia do
sinal e´ infinita a poteˆncia do sinal e´ uma me´trica mais adequada. Uma medida da potencia
Pei do sinal ei(t) e´ proposta na equac¸a˜o abaixo.
Pei = lim
T→∞
1
T
∫ +T/2
−T/2
e2i (t)dt (80)
De acordo com Lathi (2007), a poteˆncia do sinal converge para um valor final caso o sinal
seja perio´dico ou se possuir regularidade estat´ıstica. E´ poss´ıvel supor que o caso do sinal
ei(t) e´ o segundo, ja´ que a perturbac¸a˜o causada pelo modo eletromecaˆnico e´ determin´ıstica.
A poteˆncia do sinal ei(t) (em ampe`res quadrados por segundo) para cada uma das dis-
cretizac¸o˜es e suas respectivas frequeˆncias de amostragem (em quilohertz) pode ser observada
na Tabela 2. As discretizac¸o˜es 1 e 2 obtiveram desempenho semelhante. Embora existam
pequenas divergeˆncias nas medidas de poteˆncia, estas sa˜o todas da mesma ordem. Para f0 =
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1,0 kHz a Discretizac¸a˜o 3 obteve o melhor desempenho, embora este tenha sido comprome-
tido nas duas simulac¸o˜es sucessivas. O desempenho na˜o sofreu alterac¸o˜es para frequeˆncias
de amostragem maiores do que 4,0 kHz.
Tabela 2: Poteˆncia do sinal ei(t)
Discretizac¸a˜o Frequeˆncia de amostragem (kHz) Poteˆncia do erro (A2/s)
1 1,0 1,1936×10−1
2,0 1,4926×10−2
4,0 1,2249×10−2
2 1,0 8,8591×10−2
2,0 2,5237×10−2
4,0 2,1117×10−2
3 1,0 1,2580×10−2
2,0 1,0466
4,0 9,8147×10−1
Descartando a Discretizac¸a˜o 3, a me´trica do sinal de erro na˜o indicou diferenc¸a entre a
ac¸a˜o dos controladores. Logo, a escolha por um dos me´todos sera´ feita atrave´s de paraˆmetros
qualitativos. Isermann (1997) diz que a forma recursiva e´ mais adequada para a imple-
mentac¸a˜o do algoritmo de controle atrave´s de computadores digitais. A Discretizac¸a˜o 2 e´
proposta nesta forma e, ale´m disso, foi capaz de estabelecer o seguimento de refereˆncia. E´
importante observar que, apesar disso, a poteˆncia do sinal de erro na Discretizac¸a˜o 2 superou
a poteˆncia do sinal de erro na Discretizac¸a˜o 1 para f0 = 2,0 e 4,0 kHz. Entretanto, isto e´
devido ao transiente dos dois sinais. Para a Discretizac¸a˜o 2 a corrente i apresenta um pico
de sobressinal. Para intervalos de tempo maiores o algoritmo de controle obtido atrave´s da
Discretizac¸a˜o 2 tende a apresentar menor me´trica do sinal de erro.
Para analisar os efeitos do controle digital sobre a perturbac¸a˜o, o conteu´do espectral desta
foi levantado atrave´s da transformada de Fourier da diferenc¸a entre os valores instantaˆneos e
me´dios das correntes i e if . A ana´lise presente na Figura 21 condiz apenas ao regime perma-
nente do sistema auxiliar com o algoritmo da Discretizac¸a˜o 2 e frequeˆncia de amostragem de
2,0 kHz. Como e´ poss´ıvel observar, em malha fechada o conteu´do da perturbac¸a˜o e´ ampli-
ficado para frequeˆncias menores do que 500,0 Hz e e permanece inalterado para frequeˆncias
superiores a esta. Na˜o ha´ uma banda em que a perturbac¸a˜o seja atenuada. O conteu´do
espectral da corrente filtrada e´ atenuado em 20,0 dB/de´cada de acordo com o projeto do
filtro anti-aliasing.
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Figura 21: Conteu´do espectral da corrente em malha fechada (Autor, 2018).
3.2.2 Sistema de controle principal
O sistema de controle principal regula efetivamente a posic¸a˜o da esfera. Se o seguimento
de refereˆncia esta´ ocorrendo adequadamente para o estado ele´trico, o processo auxiliar pode
ser assumido como um ganho unita´rio.
A relac¸a˜o entre o estado ele´trico i e o estado mecaˆnico x e´ dada pelas equac¸o˜es 57 e 58.
A linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o do estado na˜o-linear torna o sinal de sa´ıda da planta linear
e desacoplado em relac¸a˜o a um sinal interno desta. Pelo me´todo proposto por Trumper et
al. (1997) este sinal e´ a acelerac¸a˜o u, causada pela forc¸a magne´tica fmag. A expressa˜o para a
compensac¸a˜o na˜o-linear foi apresentada na Equac¸a˜o 36 e o diagrama esquema´tico da planta
linearizada foi apresentado na Figura 9.
Conforme Hanson e Seborg (1997), quando a linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o e´ feita na
presenc¸a de perturbac¸o˜es, e´ necessa´rio avaliar o desacoplamento desta. As condic¸o˜es para
que o sinal de sa´ıda x na˜o seja afetado pelas perturbac¸o˜es foram levantadas na sec¸a˜o de
Modelagem da suspensa˜o magne´tica. Para prosseguir com a ana´lise, a planta deve ser escrita
na forma canoˆnica de controlabilidade:
d~x
dt
= ~f(~x) + ~g(~x)u+~p(~x)d (81)
y = h(~x) (82)
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com
~x =
[
x c
]t
(83)
~f(~x) =
[
c 0
]t
(84)
~g(~x) =
[
0 1
]t
(85)
~p(~x) =
[
0 1
]t
(86)
h(~x) = x (87)
d = g − fd + fe
m
(88)
Como a func¸a˜o vetorial ~g(~x) possui dimensa˜o dois e´ necessa´rio que o grau relativo de d seja
maior ou igual a dois. As derivadas de Lie propostas no problema de desacoplamento da
perturbac¸a˜o foram calculadas nas equac¸o˜es 89 e 90 para ~x0 gene´rico.
LpL
0
fh(~x) = Lph(~x) = 0 (89)
LpLfh(~x0) = Lp
(
c
)
~x=~x0
= 1 (90)
Os resultados demonstram que o grau relativo da perturbac¸a˜o e´ maior ou igual a dois.
Como o grau relativo do sinal de perturbac¸a˜o d e´ maior ou igual ao grau relativo do sinal
de entrada u, a Equac¸a˜o 36 pode ser utilizada para linearizar a planta por realimentac¸a˜o.
A Equac¸a˜o 90 demonstra que isso e´ verdade para qualquer estado de equil´ıbrio. Embora
isto prove que o sinal de sa´ıda e´ mais afetado pelo sinal de entrada manipulado do que pela
perturbac¸a˜o, ainda e´ necessa´rio investigar os efeitos da perturbac¸a˜o sobre a amostragem. Para
isso, e´ necessa´rio investigar o espectro da perturbac¸a˜o com base nos modelos apresentados
na sec¸a˜o de Modelagem da Suspensa˜o Eletromagne´tica. Como o peso da esfera e a forc¸a de
empuxo sa˜o constantes, apenas a forc¸a de arrasto precisa ser investigada.
Na˜o e´ ta˜o simples obter um modelo linearizado da perturbac¸a˜o causada pela forc¸a de
arrasto. Embora esta seja determin´ıstica, de acordo com Morrison (2013) a contribuic¸a˜o do
atrito viscoso e da pressa˜o do escoamento variam de acordo com o nu´mero de Reynolds Re.
Para valores pequenos de Re a forc¸a e´ proporcional a velocidade, de acordo com a lei de
Stokes. Entretanto, para valores mais elevados do nu´mero de Reynolds Re o coeficiente de
arrasto Cd e´ dado por fo´rmulas emp´ıricas bastante complicadas. Estas fo´rmulas emp´ıricas
sa˜o func¸o˜es do nu´mero de Reynolds, e por consequeˆncia da velocidade c. Assim, aplicando a
linearizac¸a˜o Jacobiana a` forc¸a de arrasto, os primeiros termos da respectiva se´rie de Taylor
sa˜o proporcionais a valocidade da esfera. E´ poss´ıvel assumir que a perturbac¸a˜o tera´ o mesmo
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conteu´do espectral que o estado mecaˆnico x.
Embora a largura de banda do estado mecaˆnico x varie de acordo com o nu´mero de
Reynolds Re, e´ poss´ıvel demonstrar que esta e´ limitada. Assumindo que o valor de Re e´
suficientemente pequeno, e´ poss´ıvel reescrever as equac¸o˜es 57 e 58 com a forc¸a de arrasto
dada pela lei de Stokes:
dx
dt
= c (91)
dc
dt
= g + u− 3piηD
m
c− fe
m
(92)
Substituindo a Equac¸a˜o 91 na Equac¸a˜o 92 e linearizando o modelo como um modelo de
pequenos sinais, obtemos:
d2δx
dt2
= δu− 3piηD
m
dδx
dt
(93)
A func¸a˜o de transfereˆncia do modelo linearizado e´ dada na Equac¸a˜o 94.
∆X(s)
∆U(s)
=
1
s
(
s+ 3piηD
m
) = 1
s(s+ 9, 8368× 10−4) (94)
O sistema possui um polo na origem e um polo em s = -9,8368×10−4 rad/s. Cada um dos
polos contribui com a atenuac¸a˜o do estado mecaˆnico em 20 dB/de´cada. Enquanto o polo na
origem contribui para a atenuac¸a˜o em todas as faixas de frequeˆncia, o outro polo contribui
com a atenuac¸a˜o a partir de 1,5660×10−4 Hz. A partir desta frequeˆncia de corte o sinal passa
a ser atenuado 40 dB/de´cada. A Figura 22 mostra o diagrama de Bode o modelo linearizado.
A linearizac¸a˜o da planta para valores maiores de Re tornariam o polo esta´vel mais distante
da origem. Isto deslocaria a frequeˆncia de corte para faixas mais elevadas.
O controlador principal sera´ projetado com base no modelo G(s) = 1/s2. A princ´ıpio,
na˜o sera˜o consideradas perturbac¸o˜es adicionais. Assim, o sistema na˜o incluira´ um filtro anti-
aliasing. Embora sinais estoca´sticos, como ru´ıdos brancos, possam comprometer a amostra-
gem, neste caso sera˜o consideradas apenas perturbac¸o˜es determin´ısticas.
A planta possui dois polos na origem e seu modelo na˜o inclui atrasos de tempo. Logo, na˜o
e´ poss´ıvel projetar o controlador digital atrave´s da alocac¸a˜o de polos (ISERMANN, 1997). O
controlador sera´ projetado no domı´nio cont´ınuo e enta˜o sera´ discretizado. Desconsiderando as
perturbac¸o˜es, atrave´s do controle proporcional-derivativo (PD) e´ poss´ıvel realizar o controle
de posic¸a˜o com erro em estado estaciona´rio nulo.
O controlador PD introduz um zero no sistema em malha fechada, mantendo a sua ordem.
Ele e´ descrito pela Equac¸a˜o 95.
Gc(s) = Kp(1 + Tds) = Kp +Kds (95)
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Figura 22: Diagrama de bode do modelo linearizado (Autor, 2018).
A equac¸a˜o caracter´ıstica em malha fechada e´:
Q(s) = s2 +Kds+Kp (96)
Os paraˆmetros da Equac¸a˜o 96 podem ser facilmente ajustados para que o sistema em malha
fechada apresente coeficiente de amortecimento ζ e frequeˆncia natural ωn desejados. A soluc¸a˜o
e´ dada pelas equac¸o˜es 97 e 98.
Kd = 2ζω (97)
Kp = ω
2
n (98)
Entretanto, e´ importante lembrar que o zero do controlador altera a amplitude do sinal de
sa´ıda. Assim, o coeficiente de amortecimento calculado atrave´s da Equac¸a˜o 97 na˜o pode ser
usada para projetar o percentual de sobressinal na resposta ao degrau.
O tempo de acomodac¸a˜o do sistema de controle principal deve ser projetado para que
os modos carecter´ısticos do sistema de controle auxiliar tenham contribuic¸a˜o desprez´ıvel na
amplitude do sinal de sa´ıda em regime transiente. Adotando novamente o crite´rio das cinco
constante de tempo, sera´ definido como requisito de projeto o tempo de acomodac¸a˜o ta =
50,0 ms. Em adic¸a˜o a isso, sera´ definido o percentual de sobressinal de 3,0 %. Em termos da
raza˜o de amortecimento ζ e a frequeˆncia natural ωn temos 0,74880 e 107,41 rad/s. O ganho
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do controlador PD e´ Kp = 11536,9 e o per´ıodo de derivac¸a˜o e´ Td = 1,3868×10−2 s.
Como sera´ mostrado adiante, o desempenho do sistema de controle principal e´ compro-
metido por perfis de refereˆncia descont´ınuos. Por isso, as simulac¸o˜es foram realizadas com
perfis de refereˆncia com deslocamento, velocidade e acelerac¸a˜o cont´ınuos. Estes perfis foram
gerados por processos passa-baixas de primeira ordem. A constante de tempo destes proces-
sos foi escolhida convenientemente para realizar o cancelamento parcial ou total dos zeros do
controlador. Assim, para o controle PD, esta foi igual a Td.
Antes de discretizar o controlador PD, os efeitos do sistema de controle auxiliar sobre a
linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o foram investigados. A compensac¸a˜o na˜o-linear imperfeita faz
com que o comportamento da planta se distancie do comportamento de um integrador duplo
ideal. Ela e´ ocasionada, no controle digital, pelos atrasos de tempo entre as amostragens.
No presente trabalho a frequeˆncia de amostragem da corrente if e´ um paraˆmetro cr´ıtico do
modelo, pois e´ necessa´rio que o tempo de acomodac¸a˜o do estado ele´trico i seja ra´pido o
suficiente.
A resposta do sistema a um determinado perfil de refereˆncia pode ser visualizada na
Figura 23. Este perfil de refereˆncia para o deslocamento foi obtido atrave´s da filtragem de
um sinal do tipo degrau. Nesta simulac¸a˜o, a sinal de refereˆncia iref (analo´gico) foi amostrado.
Os sinais de refereˆncia sa˜o mostrados a` esquerda e as varia´veis de estado a` direita. A corrente
filtrada if foi amostrada com frequeˆncia f0 = 2,0 kHz. Durante os primeiros instantes de
simulac¸a˜o o sinal de controle u e´ saturado, ja´ que na˜o e´ poss´ıvel acelerar a esfera para longe
do eletro´ıma˜. Isto faz com que o sinal de refereˆncia iref (t) seja na˜o-nulo apenas a partir do
instante em que o erro ex(t) = xref (t) − x(t) e´ pequeno o suficiente. Este intervalo entre
a aplicac¸a˜o de xref (t) e a aplicac¸a˜o de iref (t) ocorre sempre que o incremento de xref (t) e´
positivo.
A Figura 24 demonstra a resposta ao mesmo perfil de refereˆncia para o deslocamento, com
frequeˆncia de amostragem f0 = 1,0 kHz. Para esta frequeˆncia o fenoˆmeno da compensac¸a˜o
na˜o-linear imperfeita ocorre em maior grau. Ele e´ causado pelo baixo desempenho do sistema
de controle auxiliar e gera uma componente de alta frequeˆncia e baixa amplitude no estado
mecaˆnico. Embora na˜o seja poss´ıvel observa´-la no sinal x(t), e´ poss´ıvel observa´-la no sinal
c(t).
E´ u´til avaliar a perturbac¸a˜o observada na Figura 24 em func¸a˜o da velocidade c da esfera.
Esta escolha e´ motivada pelo fato das perturbac¸o˜es modeladas nas equac¸o˜es 58 e 59 serem
proporcionais a velocidade ou a uma func¸a˜o poteˆncial desta. O perfil de velocidade referente
a` simulac¸a˜o anterior e´ apresentado na Figura 25.
A transformada de Fourier do sinal velocidade c(t) em regime permanente, na Figura 26,
revela que o conteu´do espectral desta perturbac¸a˜o extrapola a largura de banda do sistema de
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Figura 23: Estudos dos efeitos da frequeˆncia de amostragem (f0 = 2.0 kHz) (Autor, 2018).
Figura 24: Estudos dos efeitos da frequeˆncia de amostragem (f0 = 1.0 kHz) (Autor, 2018).
controle auxiliar. Este e´ composto pelo conteu´do harmoˆnico de uma componente fundamental
de 250,0 Hz.
Tanto na Figura 23 quanto na Figura 24, o sinal x(t) apresentou erro em estado esta-
60
Figura 25: Velocidade c(t) (Autor, 2018).
Figura 26: Espectro do sinal c(t) (Autor, 2018).
ciona´rio. Embora isto seja menos vis´ıvel na Figura 24, nesta o deslocamento oscila em torno
de uma posic¸a˜o inferior a refereˆncia. Isto ocorre porque os sinais de perturbac¸a˜o sa˜o sinais
de acelerac¸a˜o. Dois polos na origem do plano s garantem erro nulo em estado estaciona´rio
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apenas para a posic¸a˜o e para velocidade.
A teoria de controle digital empregada neste trabalho e´ baseado na aproximac¸a˜o de sinais
amostrados por sinais de tempo discreto. Isermann (1997) cita que a sincronia entre a
amostragem do sinal de sa´ıda e do sinal de entrada e uma malha de controle e´ condic¸a˜o
necessa´ria para que essa aproximac¸a˜o seja va´lida. Portanto, embora a largura de banda
do sistema de controle principal seja fb = 16,160 Hz, e´ preciso amostrar o estado mecaˆnico
x com a mesma frequeˆncia que o estado ele´trico i. Isto e´ motivado pela linearizac¸a˜o por
realimentac¸a˜o do estado na˜o-linear. O sinal de refereˆncia iref (t) e´ proporcional ao sinal x(t),
conforme a Equac¸a˜o 36.
Uma vez que a frequeˆncia de amostragem f0 sera´ bem maior que a largura de banda fb
do subprocesso principal, o controlador pode ser discretizado atrave´s das equac¸o˜es 43-45.
O controle digital foi simulado para as frequeˆncias de amostragem f0 = 1,0, 2,0 e 4,0
kHz. No primeiro caso o sistema na˜o apresentou comportamento esta´vel e nos dois u´ltimos
a esfera se estabilizou com erro considera´vel em estado estaciona´rio. E´ poss´ıvel visualizar o
resultado da simulac¸a˜o (com f0 = 2,0 kHz) na Figura 27. Assim, e´ necessa´rio incluir uma
ac¸a˜o de controle integral ao controlador, tornando-o PID.
Figura 27: Simulac¸a˜o do controle PD discretizado (Autor, 2018).
O controle PID aumenta a ordem do sistema em malha fechada. Neste caso, na˜o e´
poss´ıvel projetar o controlador para que um dos modos caracter´ısticos seja desprez´ıvel. Os
polos do subprocesso principal devem estar pelo menos cinco vezes mais distantes do eixo
62
imagina´rio que os po´los do subprocesso auxiliar. Isto tornaria a largura de banda do sistema
extremamente reduzida, resultando em um tempo de acomodac¸a˜o longo. Neste trabalho, o
controlador sera´ ajustado para que todos os modos caraceter´ısticos em malha fechada sejam
igualmente dominantes.
Sera˜o alocados dois polos complexos s1,2 = −σ± jωd e um polo real s3 = −σ. A equac¸a˜o
caracter´ıstica Q(s) corresponde a esta alocac¸a˜o.
Q(s) = (s+ σ)(s+ σ − jωd)(s+ σ + jωd) = s3 + 3σs2 + (3σ2 + ω2d)s+ σ3 + σω2d (99)
O controlador PID a ser ajustado e´ proposto na Equac¸a˜o 100. Esta forma foi escolhida para
que o paraˆmetro ωd possa ser ajustado pela variac¸a˜o posic¸a˜o dos zeros.
Gc(s) = K
(s+ a)2
s
(100)
A equac¸a˜o caracter´ıstica Q(s) e´ reescrita a seguir em func¸a˜o dos paraˆmetros da planta e do
controlador.
Q(s) = s3 +Ks2 + 2aKs+ a2K (101)
Os paraˆmetros K = 120 e a = 63.095 rad/s tornam o tempo de acomodac¸a˜o do sistema
principal dez vezes mais lento que o tempo de acomodac¸a˜o do sistema auxiliar. Optou-se por
tornar a diferenc¸a entre os dois sistemas maior do que cinco constantes de tempo para mitigar
problemas causados pela compensac¸a˜o na˜o-linear imperfeita. Nos paraˆmetros da Equac¸a˜o
39, o controlador analo´gico e´ caracterizado por Kp = 4,77772×108, Ti = 3,1698×10−2 s e Td
= 7,9246×10−3 s.
Para o controle PID tambe´m foram utilizados perfis de refereˆncia com deslocamento,
velocidade e acelerac¸a˜o cont´ınuos. Para tanto, foi introduzida, na Equac¸a˜o 102, a func¸a˜o de
transfereˆncia rec´ıproca aos zeros do controlador analo´gico.
Hz(s) =
1
TiTds2 + Tis+ 1
(102)
O modelo Hz(s) possui largura de banda de 6,4520 Hz. Assim, o sinal de refereˆncia foi obtido
atrave´s da aplicac¸a˜o de degraus a um processo passa-baixas de primeira ordem com constante
de tempo de 2,4668×10−2 s.
As figuras 28 e 29 mostram os resultados do controlador digital (discretizado atrave´s
das equac¸o˜es 43-45) para as frequeˆncias de amostragem f0 = 1,0, 2,0 e 4,0 kHz. Na parte
superior da Figura 28 e´ mostrado que f0 = 1,0 kHz na˜o e´ suficiente para garantir o seguimento
da refereˆncia em x(t). Isto e´ causado pela compensac¸a˜o na˜o-linear imperfeita. Como e´
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poss´ıvel observar, o sistema de controle principal so´ e´ prejudicado quando a a frequeˆncia de
amostragem e´ insuficiente. Os resultados das simulac¸o˜es mostram que com f0 ≥ 2,0 kHz a
compensac¸a˜o na˜o-linear na˜o e´ prejudicada.
Figura 28: Posic¸a˜o da esfera x(t) (Autor, 2018).
A inclusa˜o da ac¸a˜o de controle integral eliminou o erro em estado estaciona´rio e amplificou
a perturbac¸a˜o causada pela compensac¸a˜o na˜o-linear imperfeita no sistema de controle auxi-
liar. Na Figura 29 e´ poss´ıvel observar que quanto menor a frequeˆncia de amostragem mais
prejudicado e´ o seguimento de refereˆncia do estado ele´trico. O conteu´do espectral do sinal
velocidade c(t) esta´ trac¸ado na Figura 30 para as frequeˆncias de amostragem f0 = 2,0 e 4,0
kHz. Em ambos os casos este extrapola a largura de banda do sistema de controle auxiliar.
Na Ana´lise espectral 1, correspondente a` frequeˆncia de amostragem f0 = 2,0 kHz o espectro
e´ composto por uma componente fundamental em 500 Hz e componentes harmoˆnicas desta.
Na Ana´lise espectral 2 o conteu´do possui mais componentes, sendo a maioria abaixo de 200
Hz. A amplitude ma´xima na Ana´lise espectral 2 e´ duas vezes menor que a amplitude ma´xima
na primeira ana´lise.
Para resolver este problema, foi projetado um filtro passa-baixas para o sinal x(t). A
constante de tempo τ = 4,6052×10−3 s do filtro corresponde a largura de banda do sistema
de controle principal. As figuras 31 e 32 mostram os novos resultados apo´s a repetic¸a˜o dos
sinais de refereˆncia e das frequeˆncias de amostragem utilizados nas simulac¸o˜es anteriores.
Nas figuras 31 e 32 a perturbac¸a˜o causada pelas atrasos de amostragem na˜o se sustenta,
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Figura 29: Corrente ele´trica i(t) (Autor, 2018).
Figura 30: Espectros do sinal c(t) (Autor, 2018).
ja´ que a oscilac¸a˜o produzida pela compensac¸a˜o na˜o-linear imperfeita na˜o e´ realimentada.
Desta forma, a velocidade c possui conteu´do espectral nulo em regime permanente.
Os efeitos da posic¸a˜o da esfera sobre a compensac¸a˜o na˜o-linear amostrada foram investi-
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Figura 31: Posic¸a˜o da esfera x(t) (Autor, 2018).
Figura 32: Corrente ele´trica i(t) (Autor, 2018).
gados. Novamente, isto foi feito para as frequeˆncias de amostragem f0 = 1,0, 2,0 e 4,0 kHz.
Para as duas frequeˆncias mais altas o sistema apresentou caracter´ısticas de suspensa˜o esta´vel
em todas as faixas de operac¸a˜o. Ja´ para f0 = 1,0 kHz, o sistema e´ insta´vel. Para valores mai-
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ores do que 6,0×10−3 m a esfera oscila em torno de uma posic¸a˜o menor do que a refereˆncia.
A amplitude desta oscilac¸a˜o e´ maior conforme a esfera se afasta do eletro´ıma˜. Quando a
refereˆncia e´ menor que 6,0×10−3 m, a esfera se mante´m adjacente a face do eletro´ıma˜.
O sistema foi simulado sob amostragem de f0 = 1.0 kHz para refereˆncias de 6,0, 20,0,
30,0, 40,0, 50,0 e 60,0 mm. A oscilac¸a˜o do sinal x(t) cresce de acordo com a posic¸a˜o da esfera
ate´ que esta e´ novamente desestabilizada. Os resultados esta˜o dispon´ıveis na Figura 33.
O limite superior para a faixa de operac¸a˜o e´ causado pela saturac¸a˜o da tensa˜o v nos
terminais da bobina. Aumentar a faixa de tensa˜o aumenta a faixa de deslocamento esta´vel.
Entretanto, a equac¸a˜o de equil´ıbrio (Equac¸a˜o 60) na˜o pode ser usada para estimar o limite
necessa´rio da faixa de tensa˜o. As simulac¸o˜es do sistema mostraram que o limite superior de
x e´ bem inferior ao que e´ dado pela soluc¸a˜o de equil´ıbrio para um dado limite de tensa˜o.
Figura 33: Faixas de operac¸a˜o da suspensa˜o eletromagne´tica (−50.0 < v < 50.0 V) (Autor,
2018).
A Figura 34 apresenta os resultados da simulac¸a˜o com o dobro da capacidade de tensa˜o.
Em todos os casos o sinal x(t) se tornou menos oscilato´rio e o erro ex(t) foi diminu´ıdo. As
simulac¸o˜es foram realizadas para as mesmas posic¸o˜es de refereˆncia do conjunto de simulac¸o˜es
anterior.
Por fim, o sistema foi simulado para um conjunto de treˆs perfis de refereˆncia: uma onda
quadrada, uma onda triangular e uma onda senoidal. Ambos os perfis possuem frequeˆncia
de 2,0 Hz, amplitude de 5,0 mm e valor me´dio de 2,0 cm. Na Figura 35 sa˜o apresentados os
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Figura 34: Faixas de operac¸a˜o da suspensa˜o eletromagne´tica (−100.0 < v < 100.0 V) (Autor,
2018).
resultados para frequeˆncia de amostragem de 2,0 kHz.
Figura 35: Resultados do sinal x(t) (Autor, 2018).
Os treˆs sinais de refereˆncia na Figura 35 foram escolhidos para avaliar o erro em regime
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permamente para refereˆncias com velocidade e acelerac¸a˜o nulas, apenas acelerac¸a˜o nula e e
velocidade e acelerac¸a˜o na˜o-nulas. Nas figuras 36-38 sa˜o apresentados os resultados para os
sinais i(t), fd(t) e ea(t), respectivamente.
Os perfis dos sinais fd(t) e ea(t) revelam que estes sinais de perturbac¸a˜o sa˜o desprez´ıveis em
malha fechada. O sinal ea(t), entretanto, pode apresentar valores instantaˆneos compara´veis
a tensa˜o de controle v. Isto e´ condicionado por descontinuidades dos sinais de refereˆncia para
os estados mecaˆnico e ele´trico.
Figura 36: Resultados do sinal i(t) (Autor, 2018).
O sistema de controle apresentou bom desempenho para o perfil de refereˆncia senoidal.
Para os perfis de refereˆncia de onda quadrada e triangular a planta perdeu o equil´ıbrio em
alguns instantes. Segundo a Equac¸a˜o 60, em equil´ıbrio o deslocamento da esfera e a corrente
na bobina sa˜o proporcionais. Portanto, o seguimento de refereˆncia no sistema de controle
principal faz com que o perfil da corrente na bobina seja igual ao perfil do deslocamento da
esfera multiplicado por uma constante.
O equil´ıbrio proposto na Equac¸a˜o 60 e´ insta´vel em malha aberta. Isto ocorre porque a al-
terac¸a˜o positiva da corrente i aumenta a forc¸a magne´tica fmag, acelerando, em consequeˆncia,
a esfera em direc¸a˜o ao eletro´ıma˜. O sistema de controle principal, em conjunto com a com-
pensac¸a˜o na˜o-linear, manipula a acelerac¸a˜o magne´tica u a fim de anular o erro em relac¸a˜o
ao sinal de refereˆncia. Entretanto, a acelerac¸a˜o magne´tica u so´ pode assumir valores positi-
vos. Devido a isso, perfis de refereˆncia descont´ınuos podem tornar a planta imposs´ıvel de ser
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Figura 37: Resultados do sinal fd(t) (Autor, 2018).
Figura 38: Resultados do sinal ea(t) (Autor, 2018).
controlada por alguns instantes ou indefinidamente.
Das treˆs frequeˆncias de amostragem simuladas, so´ uma tornou a planta imposs´ıvel de
controlar por um per´ıodo de tempo indefinido. A frequeˆncia de amostragem f0 = 1,0 kHz
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na˜o foi suficiente para o seguimento de refereˆncia de onda quadrada. O decremento em
degrau do sinal de refereˆncia tambe´m desestabilizou a posic¸a˜o da esfera para frequeˆncias de
amostragem mais altas. Pore´m, a discretizac¸a˜o do controlador auxiliar para f0 = 1,0 kHz
faz com que a varia´vel manipulada v se torne bastante oscilato´ria. Devido a isso, a corrente
ele´trica i mante´m uma oscilac¸a˜o em torno de zero, tornando o sistema imposs´ıvel de ser
controlado. Este comportamento pode ser observado na Figura 39.
Figura 39: Simulac¸a˜o do controle PID discretizado com f0 = 1,0 kHz (Autor, 2018).
As comutac¸o˜es no perfil de refereˆncia de onda quadrada desestabilizaram tanto o estado
mecaˆnico x quanto o estado ele´trico i. Nestes postos a velocidade do perfil de refereˆncia tende
ao infinito, fazendo com que a varia´vel manipulada u assuma valores elevados. Devido a isso,
o sinal de refereˆncia iref aumenta excessivamente, acelerando a esfera em direc¸a˜o ao eletro´ıma˜.
Ja´ as mudanc¸as de inclinac¸a˜o no perfil de refereˆncia de onda triangular apenas causam um
breve regime transiente no subprocesso auxiliar. Nestes pontos, somente a acelerac¸a˜o do
perfil diverge. A velocidade do perfil apenas muda de polaridade. Estes regimes transientes
podem ser identificados na figura 36, entre 0,2 e 0,4 segundos e entre 0,6 e 0,8 segundos.
As medidas das poteˆncias dos sinais de erro e de perturbac¸a˜o foram calculadas para cada
uma das simulac¸o˜es na Figura 35. Os resultados esta˜o dispostos na Tabela 3. Os termos Pex
e Pei representam as poteˆncias dos sinais ex(t) e ei(t), e os termos Pfd e Pea representam as
poteˆncias dos sinais fd(t) e ea(t).
Excluindo a medida Pex para f0 = 1,0 kHz, e´ percept´ıvel que a variac¸a˜o de f0 entre os
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treˆs valores simulados para a frequeˆncia de amostragem na˜o causam alterac¸o˜es significativas
no desempenho do sistema de controle principal. Estas frequeˆncias superam em muito a
largura de banda do sistema. Logo, as variac¸o˜es da medida Pex podem ser desprezadas. As
medidas Pfd e Pea tambe´m se mostraram insens´ıveis a frequeˆncia de amostragem. A poteˆncia
Pei e´ a u´nica medida que varia significativamente com a frequeˆncia de amostragem. Para a
refereˆncia senoidal a medida Pei chegou a apresentar treˆs magnitudes de diferenc¸a entre duas
simulac¸o˜es sucessivas.
Tabela 3: Simulac¸a˜o do sistema
Refereˆncia f0 (kHz) Pex (m
2/s) Pei (A
2/s) Pfd (N
2/s) Pea (V
2/s)
Onda quadrada 1,0 1,9618×10−4 7,3323 3,8731×10−11 2,0900×10−2
2,0 3,4438×10−5 1,5332×101 6,1581×10−11 2,4702×10−2
4,0 3,3308×10−5 1,4174×101 3,6308×10−11 2,4702×10−2
Onda triangular 1,0 1,9605×10−6 3,7717×10−1 5,1825×10−14 1,1954×10−6
2,0 1,8605×10−6 1,8750×10−2 5,1332×10−14 1,1890×10−6
4,0 1,8593×10−6 7,1387×10−3 5,1411×10−14 1,1873×10−6
Onda senoidal 1,0 6,2353×10−6 3,7083×10−1 1,1416×10−13 1,1337×10−6
2,0 5,9110×10−6 9,3722×10−4 1,1751×10−13 1,1497×10−6
4,0 5,0905×10−6 5,6125×10−4 1,1769×10−13 1,1493×10−6
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4 Considerac¸o˜es Finais e Concluso˜es
O trabalho desenvolveu o projeto de um sistema de controle digital em cascata, a fim
de manter o equil´ıbrio esta´vel de uma esfera ferromagne´tica em um campo magne´tico. A
te´cnica de controle em cascata utilizou um lac¸o de controle adicional para a corrente ele´trica
no eletro´ıma˜. Desta forma a suspensa˜o da esfera pode ser tratada como um processo de
segunda ordem, que foi linearizado por realimentac¸a˜o do estado na˜o-linear atrave´s de uma
lei de compensac¸a˜o esta´tica. As justificativas para esta abordagem sa˜o dida´ticas, visando
expandir a discussa˜o sobre a aplicac¸a˜o da te´cnica de controle em cascata para este tipo de
planta. Adicionalmente, foram discutidos os efeitos de perturbac¸o˜es determin´ısticas sobre o
sistema de controle e sobre a te´cnica de linearizac¸a˜o.
O objetivo geral do trabalho foi cumprido e pode ser sintetizado nos resultados expos-
tos nas figuras 35 e 36. Tanto o subprocesso do sistema auxiliar quanto o subprocesso do
sistema principal se mostraram na˜o-lineares, de acordo com as equac¸o˜es 57-59. Como ja´
foi citado, o sistema principal utilizou uma te´cnica de linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o. Esta
tornou o subprocesso principal marginalmente esta´vel e linear em relac¸a˜o a um sinal de en-
trada manipulado. Ja´ o sistema de controle auxiliar foi projetado atrave´s da linearizac¸a˜o do
subprocesso auxiliar em um ponto operacional. Entretanto, isto na˜o resultou em desempe-
nho insatisfato´rio do controlador auxiliar, ja´ que a relac¸a˜o entre a tensa˜o nos terminais do
eletro´ıma˜ e a corrente no eletro´ıma˜ e´ aproximadamente linear, e a perturbac¸a˜o causada pela
FEM ea foi rejeitada devido a` ac¸a˜o do controle em malha fechada.
Devido a`s caracter´ısticas do projeto, o desempenho do sistema foi avaliado atrave´s de dois
tipos de indicadores. O primeiro destes utilizou a amplitude das perturbac¸o˜es e dos sinais de
erro associados as varia´veis de estado e aos respectivos perfis de refereˆncia. Ao investigar a
literatura foi observada a existeˆncia de duas te´cnicas recorrentes na aplicac¸a˜o de me´tricas a
sinais: a energia e a poteˆncia do sinal. A segunda foi adotada, ja´ que os sinais citados na˜o
sa˜o sinais de energia finita. Os resultados levantados por este indicador esta˜o presentes na
tabelas 2 e 3. As poteˆncias dos sinais se mostraram bastante u´teis na selec¸a˜o da frequeˆncia
de amostragem. Tambe´m revelaram que as perturbac¸o˜es determin´ısticas possuem magnitude
bastante inferior aos sinais de erro no controle em cascata.
O segundo tipo de indicador levantou informac¸o˜es sobre o conteu´do espectral das varia´veis
de estado. As te´cnicas resultaram em distribuic¸o˜es em func¸a˜o da frequeˆncia. Foram utilizados
diagramas de Bode dos modelos e as transformadas de Fourier dos sinais. Os diagramas
de Bode demonstraram que a perturbac¸a˜o causada pela FEM e´ um processo passa-altas,
enquanto a perturbac¸a˜o causada pela forc¸a de arrasto possui o mesmo conteu´do espectral
da varia´vel de estado mecaˆnica. Assim, a amostragem uniforme foi aplicada em ambos os
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subprocessos, mas com a utilizac¸a˜o de filtragem anti-aliasing apenas no subprocesso auxiliar.
A tranformada de Fourier da corrente ele´trica demonstrou que o sistema de controle auxi-
liar e´ capaz de apresentar bom desempenho, atrave´s da amostragem com frequeˆncia suficiente,
e reproduzir as condic¸o˜es do teorema de Shannon, atrave´s da filtragem anti-aliasing. Apesar
da ana´lise do modelo descartar a necessidade de te´cnicas anti-aliasing no sistema de controle
principal, foi identificada uma incerteza na˜o-estruturada. Esta perturbac¸a˜o foi causada pela
compensac¸a˜o na˜o-linear imperfeita no processo de linearizac¸a˜o. Embora a amplitude da per-
turbac¸a˜o seja desprez´ıvel na varia´vel de estado mecaˆnica, esta se mostrou significativa na
velocidade da esfera e no sinal de entrada manipulado u. A realimentac¸a˜o da mesma levou
o sistema de controle auxiliar a ter baixo desempenho. O problema foi corrigido atrave´s da
filtragem do sinal x anterior a` amostragem.
Uma vez que os objetivos foram atingidos, algumas concluso˜es podem ser feitas a respeito
do desempenho do controle em cascata com linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o e da relevaˆncia
das perturbac¸o˜es modeladas. As figuras 35 e 36 mostram que a estabilizac¸a˜o da esfera e´
poss´ıvel com esta te´cnica. Entretanto, o seguimento de trajeto´ria pode ser comprometido
pela natureza do perfil de refereˆncia.
A equac¸a˜o 60 indica que, em equil´ıbrio, a distaˆncia entre a esfera e o eletro´ıma˜ e a corrente
ele´trica na bobina sa˜o proporcionais. Pore´m, o equil´ıbrio e´ insta´vel em malha aberta, uma
vez que a elevac¸a˜o na corrente ele´trica aumenta a forc¸a magne´tica, acelerando a esfera na
direc¸a˜o do eletro´ıma˜. O sistema de controle principal utiliza a acelerac¸a˜o magne´tica como
varia´vel de controle manipulada. Isto conduziu a bons resultados para perfis com acelerac¸a˜o
cont´ınua (i.e. onda senoidal). Entretanto, descontinuidades no perfil de refereˆncia levaram a
desestabilizac¸a˜o da planta.
A refereˆncia de onda quadrada na˜o e´ diferencia´vel nos pontos em que sofre comutac¸o˜es.
A velocidade do perfil tende ao infinito, fazendo com que a varia´vel de estado mecaˆnica
e a varia´vel de estado ele´trica se desestabilizem. Ja´ a refereˆncia em onda triangular na˜o
possui nenhum ponto em que a velocidade tende ao infinito, apesar de ser descont´ınua nos
instantes em que a inclinac¸a˜o da curva muda. Nestes pontos apenas a acelerac¸a˜o do perfil
diverge. Apesar do sistema de controle ser capaz de seguir o perfil de refereˆncia triangular, e´
vis´ıvel na Figura 36 que a varia´vel de estado ele´trica oscila durante alguns instantes quando
a declividade da curva muda. Isto faz com que o sistema saia de equil´ıbrio (nos termos da
Equac¸a˜o 60).
As figuras 37 e 38 mostram os sinais de perturbac¸a˜o para os perfis de refereˆncia testados.
As refereˆncias triangular e senoidal revelaram que em malha fechada as perturbac¸o˜es sa˜o
rejeitadas. A forc¸a de arrasto e´ sempre desprez´ıvel. Desta forma, e´ poss´ıvel concluir que a
mesma na˜o e´ relevante para o projeto do sistema de controle principal. A FEM ea, entretanto,
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e´ significante, em regime transiente, ate´ mesmo para perfis de acelerac¸a˜o cont´ınua. Ale´m
disso, seu conteu´do espectral viola as condic¸o˜es do teorema de Shannon.
A validac¸a˜o do sistema de controle foi feita atrave´s da simulac¸a˜o do modelo descrito nas
equac¸o˜es 57-59. A observac¸a˜o gra´fica do comportamento da planta mostra que os requisitos
de projeto (difinidos na sec¸a˜o anterior) foram alcanc¸ados. Entretanto, na˜o e´ poss´ıvel garantir
que o mesmo desempenho ao aplicar estas te´cnicas de controle a um proto´tipo. Um proto´tipo
possui um conjunto de incertezas na˜o-estruturadas, que poderiam tornar o desempenho do
sistema de controle insatisfato´rio.
Em vista dos resultados obtidos, ha´ duas recomendac¸o˜es pertinentes para trabalhos fu-
turos. A primeira e´ referente a utilizac¸a˜o de controladores PID modificados, afim de lidar
com o problema dos perfis de refereˆncia descont´ınuos. A segunda e´ referente ao estudo do
desempenho do sistema de controle na presenc¸a de incertezas na˜o-estruturadas ou, enta˜o, a
eventual construc¸a˜o de um proto´tipo para testes. Ao identificar os resultados das dinaˆmicas
na˜o modeladas sobre o processo, as te´cnicas de controle empregadas podem ser alteradas ou
enta˜o lac¸os de controle adicionais podem ser inclu´ıdos.
Ale´m disso, e´ poss´ıvel indicar o projeto de um controlador atrave´s de modelos na˜o-
parame´tricos. Exemplos bem sucedidos da aplicac¸a˜o de redes neurais artificiais e de sistemas
de lo´gica fuzzy (YADAV et al., 2012; QIN et al., 2014) poderiam guiar este estudo. Esta
recomendac¸a˜o de trabalho futuro e´ pertinente tendo em vista a comparac¸a˜o entre o desempe-
nho do controle em cascata com linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o e o desempenho do controle
inteligente.
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